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DELL' AUTORE 




(Questa edizione, quantunque portici titolo di seconda, 
non è a vero dire che quella del i83a, ma bensì corre- 
data di variazioni, migliora menti ed aggiunte qua e là 
in tanto numero artificiosamente interpolate da potere a 
buon diritto venir presentata al pubblico siccome nuova. 
J più notabili cangiamenti si troveranno sparsi nella teo- 
ria delle frazioni continue, che è stata resa sommamente 
più facile e più completa, in special modo in quella 
parte che si riferisce alla piena soluzione dell’ equazione 
Q — Ijc*=-±: i;nei preliminari delle equazioni dei gradi su- 
periori al secondo, e più particolarmente là dove guidano 
a stabilire l ’ equazione delle differenze ; nelle equazioni 
reciproche; nell’analisi indeterminata di primo e secondo 
grado; nei prineipj dell’ analisi derivata; nelle proposi- 
zioni che tendono a dimostrare non potersi da un punto 
dato condurre che una sola normale ad una retta data ; 
nell’esposizione delle dottrine che insegnano a determi- 
nare i gradi contenuti in un dato arco, o la lunghezza 
lineare di un arco contenente un dato numero di gradi; 
nella Trigonometria sferica; nel trattato della trasfor- 
mazione degli assi delle coordinate nelle curve pialle; 
nell’analisi dell’equazione generale delle curve algebriche 
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di second’ ordine; nel problema della trisezione dell’an- 
golo sciolto colla intersezione dell’iperbola ; nei metodi 
d’integrare i differenziali binomj ad una sola variabile, 
e finalmente nel calcolo delle variazioni. Altri cambia- 
menti e non poche aggiunte, che non è riescito di co- 
modamente interpolare, si sono riunite in forma di ap- 
pendice al termine di ciascuno dei due volumi. 

Rammenteremo che gli studiosi non dovranno ap- 
plicarsi alle materie che vedonsi impresse in minor ca- 
rattere, prima di aver percorso tutte quelle che sono 
esposte in carattere maggiore. 
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LEZIONI ELEMENTARI 


DI MATEMATICHE 


T titto ciò che può crescere o scemare si chiama Quantità ; I 
numeri, il moto, il peso, il tempo, la luce.ec. son quantità. 

Le Matematiche comprendon tutte le Scienze che trattano 
delle proprietà e rapporti di quelle fra le quantità, le quali pos- 
sono assoggettarsi a misura, o tra cui può comunque instituirsi 
un confronto. Ciascuna di queste Scienze ha un nome partico- 
lare secondo l’oggetto che contempla. Si chiama Aritmetica la. 
Scienza dei numeri; Geometria la Scienza delle misure io lun- 
ghezza, larghezza e profondità; Meccanica la Scienza del mo- 
to; Ottica quella della luce ec. 

Benché diverse d’oggetto, hanno tutte queste Scienze un’ 
indole stessa, e stretti legami fra loro, e l’une sull’ altre si ap- 
poggiano. L’Aritmetica è bisognevole in tutte; e conviene per- 
ciò cominciar da questa , che in oltre è di tonto uso nella 
Società. 


ELEMENTI DI ARITMETICA 

1 . E impossibile definir 1’ unità; tutti però ne hanno un’ 
idea distinta ; come non vi ò chi non sappia, che la riunione di 
più unità simili, o prese come simili, produce la pluralità; che la 
pluralità varia secondo il maggiore o minor quantitativo di unità 
clic concorrono a formarla; e che per esprimere appunto que- 
sto quantitativo s’immaginarono i numeri. 

i. I numeri si distinguono in concreti ed in astratti; in 
semplici ed in composti. Si chiamali concreti, quando le uuità 
alle quali si riferiscono sono di specie determinata, come allor- 
ché si dice tre braccia, cinque libbre, mille giorni. Si ehia- 
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mano astratti, quando non è espressa la specie delle loro unità 
coinè dicendosi ire, nove, dodici, senz’altro aggiunto. 

3 . 1 numeri si dicon semplici, quando non esprimono o 
non rappresentano più «li nave unità; composti in ogni altro caso. 

1 semplici non son dunque più di nove, rappresentati come 
ognun sa dalle note cifre 

i, 3 , 3 , 4 , 5 , 6, q , 8, 9 

uno , due , tre , quattro , cinque , sei , sette , otto , nove. 
Quanto ai composti facile è il concepire che procedono all’in- 
finito , e che impossibile sarebbe stato l’assegnare a ciascuno, 
siccome ai semplici, e cifre e denominazioni particolari. A ciò 
fu riparato coll’ ingegnoso e noto metodo dell’Aritmetica deci- 
male. 

4 - Consiste questo metodo nel classare i numeri in unità, 
diecine , centinaia ; migliaia , diecine e centinaia di migliaia ; 
milioni , diecine e centinaia di milioni ; migliaia , diecine e 
centinaia di migliaia di milioni ; bilioni ec. Dieci unità sem- 
plici formano una diecina , o unità di second ’ ordine ; dieci die- 
cine un centinaio, o unità di ter z’ ordine j. dieci centinaia un 
migliaio, o unità di quard ordine ; dieci migliaia una diecina di 
migliaia, o unità di quind ordine ; dieci diecine di migliaia un 
centiuaio di migliaia, o unità di sesd ordine ; dieci centinaia di 
migliaia formano l’unità dei milioni, o d’ ordine settima ; do- 
podiché con altri sei ordini d’unità nel modo medesimo espressi, 
si passa ai bilioni, quindi ai trilioni, ai quadrilioni ec. 

5 . Le cifre medesime con le quali si rappresentano le unità 
semplici, 0 di prim’ ordine, servono egualmente a rappresentare 
quelle di tutti gli ordini susseguenti : cosi la cifra 8 tanto s’ im- 
piega per esprimere otto uuità semplici , quanto per esprimere 
otto diecine, otto centinaia, otto milioni, otto centinaia di mi- 
gliaia di milioni. Se non che quando rappresenta semplici unità 
si pone assolutamente e senz’ altro aggiunto ; quando rappre- 
senta dieciue o unità di second’ ordine , le si pone alla destra 
uno sera „ o due zeri quando rappresenta centinaia, tre 
quando rappresenta migliaia , e cosi sempre uno zero di più per 
Ogni ordinò successivo. Per tal modo mentre 8 uou rappresentava 
che otte unità semplici , con 80 si rappresentano otto diecine* co» 
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8 oo, 8000 cc. si rappresentano olio centinaia, otto migliaia ec. 
Lo zero non è dunque una vera cifra, ma piuttosto un indice > 
immaginato per fissare l’ordine, al quale debbono riferirsi le 
unità rappresentate da ciascuna cifra semplice. 

6 . Ma sia il dato numero composto di più ordini di uni- 
tà. La convenzione ha stabilito, che scritta la cifra dell’unità 
d’ordine maggiore, si ponga all 1 destra di essa quella dell'or- 
dine immediatamente seguente, e quindi con lo stesso metodo 
quelle di tutti gli ordini successivi, e gli zeri si facciati rimaner 
soltanto nei luoghi degli o dilli che mancassero. Così il numero 
cinquemila seicento trenta quattro si scrive b634; ed il numero 
trecentomila cento sessanta , ove mancano le diecine e unità di 
migliaia , e le unità semplici, si scrive 3ooi()o. 

7 . E osservabile che in questo sistema 1 °. ciascuna cifra , tra-' 
sportata che sia successivamente di posto in posto dalla destra, 
alla sinistra, acquista un valore relativo sempre dieci volte piu. 
grande; cosicché se è un 5, e trovasi in ultimo luogo, non rap- 
presenta clic cinque unità semplici; collocala al secondo luogo 
rappresenta cinque diecine; al terzo cinque centinaia ec. Quindi 
•1 . se il numero si accresca di uno zero alla destra , tutte le ci- 
fre salendo allora di un posto, ed acquistando perciò un valore 
dieci volte maggiore , anche il numero diverrà dieci volte mag- 
giore; come del pari e per consimil ragione diverrà cento, mille, 
diecimila volte più grande, se si aggiungono due, tie, quattro 
zeri , ec. 3°. Ciascuna cifra occupa nel numero il poslo corrispon- 
dente all’ordine di unità che rappresenta ; cosile unità semplici 
occupano il primo luogo a destra; le diecine o unità di secon- 
d ordine il secondo; le centinaia o unità di terz’ ordine il terzo. 
Questa osservazione regola il modo di legge, e un numero scrit- 
to in cifre. 

Sia infatti da leggersi il numero 54<>3. La cifra 5 te- 
nendo qui il quarto posto rappresenta unità di quart’ ordiue 
cioè migliaia( 4 ) , e perciò deve leggersi cinquemila', la seguente che 
tiene il terzo, rappresenta unità di terz’ ordine cioè centinaia, 
c deve leggersi quattrocento ; la terza tenendo il secondo , rap- 
presenta diecine e deve leggersi sessanta ; e l’ultima rappresenta 
unita semplici : onde lutto il uumero vale cinquemila quattro- 
cento sessanta tre 
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8. Ma dovendo leggere un numero di molte cifre, tornerà 
comodo separarle in classi di tre in Ire , cominciando dall’ ul- 
tima a destra, e non curando che la classe estrema a sinistra 
rimanga completa o no. Ogni classe deve leggersi come se fosse 
isolata; se non che dopo la lettura di ciascuna classe di posto pa- 
ri si pronunzierà la voce mila ; dopo quelle della penultima, 
ter/.’ ultima cc. classe di posto impari si pronunzieranno re- 
spettivamente le voci milioni , bilioni , trilioni ec. Gli zeri , 
ovunque s’incontrino, si taceranno Con ciò il numero . . . . 
1 o 3 o oto 125 812 6oo oo 3 , diviso come vedesi in classi, si 
leggerà un trilione trenta mila dieci bilioni centoventicinque 
mila ottocento dodici milioni seicento mila tre. 

Ciascuna delle classi di cui abbia m parlato ha una deno- 
minazione particolare. L’ultima a destra si chiama classe delle 
centinaia; la seguente classe delle migliaia; le altre, classi delle 
centinaia di milioni , delle migliaia di milioni , delle centinaia di 
bilioni, delle migliaia di bilioni, e così seguitando. 

9. Rimane da osservare che, qualunque sia il numero, la 
prima cifra a sinistra, per quanto possa esser piccola, ha un va- 
lor relativo più grande del numero rappresentato da tutte le ri- 
manenti; ed aumentandola di una sola unità il numero cresce 
assai più , che se si aumentino quanto si voglia tutte le altre 
cifre. 

40. Dui fin •juì detto f*cilmente si rileva che, suppostaci l’in ,im » c ;f,. a ,| e [ im _ 
mero, sarà dunque 40™ — ’ail valore che l’è dovuto; e per l’espressione generale di 
un numero di m cifre avremo ■ZV==40'” — 'a- M0 ra — ’4-H0 m — V+- ec. ... -f-i, ove 
a,b,c ec. sono mia qualunque delle dieci cifre primitive , compresosi lo 7 .ero. Da 
questa intanto si apprende: 4°. clic spezzando il numero N in due parti A,B, l’ul- 
tima delle quali abbia m cifre, sarà N=iO"'A+H i 2°. che un numero è multi- 
plo di 40" se l’ ultime m cifre sieuo zero; 3°. è multiplo di 2" o di 5" se ne sa- 
ranno multiple l’ ultime m cifre. 

4 4. Si divida adesso il numero dato N in classi, di m cifre per ciascheduna, 
cominciando dalla prima cifra a destr a , e non curando die 1’ ultima classe a sini- 
stra riesca completa o no. Rappresentati con Ss, Ss, Ss, Si ec. i respettivi valori d> 
queste classi, e introdottigli nell’ espressione generale rovesciata, troveremo 7^—, 
•S'.-H 0"*ó‘,-|-4 ( 0' m .V 4 -t- ec., formula che facilmente si trasforma nelle due: 

I* N =&-4-&-4-ife-f-ec. -t-(( 0" — 0 ’" — i )&-+-( 1 0 '™ I )Si-t- ec. 

U» IV^zS.-hSi-hSs-hec. — (&-+-<S4-(-&-4-ec.)-|-{40"H-f)&-l-(40*'n {)S)+....*. 

(4 4)iSt-H(f 04”*— 4 )iSj-+-ec, 
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Ori», per ciò die avemmo occasione di osservai*© nelle progressioni geometriche, 

* due coefficienti bitiomiali Hl m — i nella l a , e *U m 4”l nella li* sono respetti va- 
ntante summultipli (li tutti i seguenti. Se dunque si faccia i$i 4-&4-&4- ec. =*$ 
somma totale delle classi , — ( S» -+- Si -+- Su') =Z7 differenza tra le som- 

me delle classi alternative di posto pari e di posto impari , la prima potrà com- 
pendi osamente rappresentarsi con la III a iV=(<O m — i )P-f*6’, e la II*. con la IV*. 

iV=(l 0*-H )P*->rD. 

i2. Ciò premesso, sia in primo luogo m=f,nel qual caso C. rappre- 

sentano le semplici cifre del numero dato. La III* in cui 10"* — 1=9, darà IV=.. 

e la IV* in cui I0 m -+-1=H1 darà iV=l 1 jP r -f-2>; e di qui e da quanto si ò 
deito facilmente concluderemo: 1° che dividendo per 9 un numero qualunque da- 
to, si lin lo stesso resto, che dal divider per 9 la sola somma delle sue cifre; 2° che 
se la somma delle cifre e multipla di 9 , lutto il numero è multiplo di 9; sarà poi 
multiplo di 3, se la somma delle cifre è semplicemente multipla di 3; e in quest’ul- 
timo caso sarà multipla anche di 6, se il numero è pari; 3° se da un numero si to- 
glie la somma delle sue cifre , il resto è multiplo di 9; 4° se si ahhian due nume* 
ri formati con le medesime cifre differentemente disposte, oppure tali che le som- 
me delle medesime sicno eguali in ambedue, la lor differenza sarà multipla di 9* 
In fine 5° che un numero sarà multiplo d’ i f, se le somme delle sue cifre alterna, 
live sieno eguali , come accade in 2736$. 

•Sia in secondo luogo m= 2 : la III 1 darà ÌV=99/ > -4-*S'=9. H P-+~S. Quindi un 
numero sarà multiplo di 9 od* H , se sarà multipla di 9 o d’f i la somma S delle su* 
classi binarie, come avviene, rapporto ad ff, in 38423; ove 234-84+3=: HO. 

Sia in terzo luogo m=3 : avremo nella IV* t0 , -M=H00t=7.1 1.4 3 , • 
quindi iV=7.4M3 e perciò un numero sarà multiplo di 7, o d’ 11, o 13 se 
diviso in classi ternario, la differenza D tra le somme delle classi dt posto pari e d l 
posto impari sarà multipla o di 7, o d* 4 4 , o di 13. Sarà poi multiplo di quei tre 
numeri insieme, se la predella differenza sia zero. In egualmodo potranno trovar- 
si altri consimili teoremi. 

1 3. I numeri sono interi o rotti. Nei primi, ogni Unità 
è un tutto; come due uomini , sette, mille cc; negli altri , ogni 
unità è parte d’un lutto; come due terzi di miglio, sette ven- 
tesimi di lira ec. 

Del resto poicliè i numeri son suscettivi d’aumento e di 
diminuzione, è chiaro , che possono assoggettarsi a due specie 
d’operazioni; 1 una con cui sì aumentano si chiama somma o 
addizione ; l’ altra con cui si diminuiscono si chiama sottrazione • 
Tutte le altre operazioni dell’Aritmetica dipendono più o meno 
da queste due. 

Somma 

i4- La somma non è che l’operazione con la quale trovia- 
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mo un numero equivalente a due o più numeri presi insieme. 
Se questi son semplici, o anche se rappresentano unità del me- 
desimo ordine (5), F abitudine fin dall’ infanzia deve averci già 
addestrali a sommargli. Cosi non vi è forse chi non sappia , che 
3 unità riunite a 5 unità fanuo 8 unità ; come 3o unita o 3 die- 
cine con 5o unità o 5 diecine fanno 8 o unità o 8 diecine; 3oo 
unità o 3 centinaia con 5oo unità o 5 centinaia fanno 8 oo unità 
o 8 centinaia ec. Tutto ciò compendiosamente si esprime scri- 
vendo 8 - 4 - 5=t 3, 5o-4-3o— 8 o ec. Il segno - 4 -, chiamato anche 
segno positivo , indica dunque addizione o somma, e si pronun- 
zia più ; il segno = indica egualità, e si pronunzia eguale. 

1 5. Quanto ai composti, è evidente che la loro somma totale 
deve equivalere alle somme parziali delle loro unità, delle loro 
diecine, centinaia ec. Come però la somma dell’unità può con- 
tenere una o più diecine , quella delle diecine può contenere una 
o più centinaia ec. quindi perchè la somma intera risulti clas- 
sata con l’ordine stabilito ( 4 ), converrà che il numero di die- 
cine contenute nella somma delle unità si unisca alla somma 
delle diecine; quello delle centinaia contenute nella somma 
delle diecine si unisca alla somma delle centinaia , e così di 
seguito. Tutto questo conduce direttamente alla seguente re- 
gola pratica : si scrivano gli imi sotto gli altri i numeri da 
sommarsi , in modo che le cifre del medesimo ordine si corri- 
spondano in una stessa colonna. Quindi si sommino ad una 
ad una ed in ordine tutte le classi o colonne , cominciando da 
quella delle unità semplici : e si avverta di portare o aggiun- 
gere alla somma delle diecine il numero delle diecine con- 
tenute nella somma delle unità semplici ; alla somma delle 
centinaia il numero delle centinaia contenute in quella delle 
diecine ec. A schiarimento della qual pratica serviranno gli 
esempj che seguono. 


34 

4626 

7 3 

4* 


3i 

4 1 5 6 

7 ò8 

«fi 

129 

8 

9° 9 

*74 

82 

43 

3i 

toGy 

4 7 gs 

4 - z8o 

i 7 5o 
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16. Con la sottrazione si trova la differenza che passa fra 
due numeri dati, o il resto, o avanzo che si ottiene togliendo 
il minore dal maggiore, oppure ciò che bisogna aggiungere al 
minore per eguagliarlo al maggiore. 

Se i numeri dati son semplici ( 3 ), o contengon soltanto unità 
di un ordine stesso (4), non vi è forse chi accostumato non sia per 
abito a trovarne la differenza. Qui riman solo da aggiungete , 
che volendosi esprime. e per esempio, come tolto il 6 da 9 re- 
sta 3 , tolto il 6 o da ()o resta 3 o , tolto il 6oo da goo resta 
3 oo, si scrive 9 — ■ 6 *= 3 , 90 — fio— 3 o, 900 — 600— 3 oo. Il se- 
gno — , deito anche segno negativo, si pronunzia meno. Il nu- 
mero che si toglie si chiama sottraendo , o anche dilaniatore ; 
l'altro da cui si toglie diminuendo. 

1 ’j. Se i dati numeri son composti, è chiaroche la lor differen- 
za dovrebbe equivalere a quella delle loro unità , delle loro dieci- 
ne , centinaia ec. E sarchile quindi facile ì’ ottenerla, per dir 
cosi, a colpo d’occhio qualora tutte le unità di ciascun ordine 
del diminuendo fossero respettivamente maggiori delle unità cor- 
rispondenti del diminutore ; cosi se debba sottrarsi 208 da 5 og, 
ove il diminuendo ha 3 centinaia, 2 diecine, ed un’unita più 
del diminutore, tosto si scorge chela differenza è 321 . 

Ma questa supposizione polendo non verificarsi noi più dei 
casi , si terrà perciò la regola seguente : scritti i due numeri 
y uno sotto V altro , il minore cioè sotto il maggiore , in mo- 
do che le unità di ciascun ordine si corrispondano in colon- 
na , si tolgano le unità del numero inferiore dalle loro corri- 
spondenti nel superiore , ed ogni qualvolta queste sietio minori 
di quo llef si accrescano di dieci , e si consideri come diminuita 
di un' unità la cifra seguente del diminuendo. Con ciò la sottra- 
zione , ordine per ordine, ò resa sempre possibile , nè risulta men 
vera la differenza finale. Infatti siccome ogui unità d’ un ordi- 
ne corrisponde a 10 unità dell’ordine immediatamente inferiore 
(4); se dunque quello si diminuisce di un’unità, e questo si 
accresce di 10, il valore effettivo del diminuendo nou resta in 
modo alcuno alterato; e frattanto le 1 o unità aggiunte , renden- 
do le cifre del diminuendo immancabilmente maggiori delle ci- 


Digitized by Google 



8 

f re sottoposte de] diminutore, che non possono oltrepassare il 9, 
potremo sempre toglier queste da quelle. Con tal regola, si 
troverà i 385 a — 3684=10168, e 97181 — 96874=257. 

1 8. Osservazione I*. Se la cifra del diminuendo per la qua- 
le occorre 1’ aumento di 10, sia preceduta da uno o anche più 
zeri, staccheremo l’unità della prima cifra significativa che in- 
contreremo sulla sinistra, e considereremo come 9 lutti gli zeri 
iutcnnedj. Infatti se lo zero è un solo, l’unità staccata dalla cifra 
precedente lo converte in 10, che poi si cangia iu 9 per l’unità 
che presta alla cifra che segue; e se son più zeri di seguito, il 
primo gin convertito in to si cangia in 9 per l’unità che presta 
al secondo , come del pari questo già divenuto 1 o si cangia in 9 
per l’unità che presta al terzo ec. Con ciò troveremo 20000 — 
5678—14372; 7oor — i 45 — 6855 . 

Oss. 11". Se, come talvolta accaderà , il diminutore sia mag- 
giore del diminuendo , si sottrarrà questo da quello , ed il resto 
si farà precedere dal segno — . 

Oss. Ili 3 II resto, non essendo che l’eccesso del dimi- 
nuendo sul diminutore , aggiunto al diminutore deve dunque ren- 
dere il diminuendo; il che può servir di prova all’operazione. 

Oss. IV*. In luogo di toglier, come abbiain fatto, le cifre 
inferiori dalle superiori, si può avere il resto computando ciò 
eh. manca alle prime per giungere o andare alle seconde, au- 
mentate all’ occorrenza dell’ oppurtuna diecina. Dehbasi sottrar- 
re 8947 da 5379. Dirò: dal 7 per andare al 9 mancano 2 unità, 
che segno; dal f\ al 7 mancano 3 unità, che segno alla sinistra 
del 2 ; dal 9 al 3 non può andarsi , ma si può bensì andare al 
i 3 con 4 unità, che segno alla sinistra delle precedenti; e con- 
siderando il 5 come ridotto a !\ per la diecina prestata al 3 , 
dirò dal 3 al 4 manca un’unita, che seguo come sopra, ed ho 
il resto totale i 432 . 

Una più grande abitudine al calcolo insegnerà a sott.rar più 
speditamente sommando, nel modo che segue. Vogliasi sottrarre 
6358 da 1 1 834 - Dirò : 8 e 6 fanno 1 4 ; seguo 6 e porto 1 ; 5 e 1 
che porto 6, e 7 fanno t 3 ; segno 7 e porto 1; 3 ed 1 che porto 
e 4 htnoo 8 ; segno 4 porto nulla ; 6 e 5 fanno 1 1 ; segno 5 ,ed ho 
di resto 5476. Nel qual modo d’operare è manifesto, che le quan- 
< • . •••(■■•■ 1 * , ' 
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titìi le quali si sommano con le cifre ilei diminutore sono pre- 
cisamente quelle che ad esse mancano pei giungere alle cifre 
corrispondenti del diminuendo (1 6). 

Molti plicazione 

19. La moltiplicazione è un modo compendioso di somma- 
re nel caso che i numeri da sommarsi sieno tutti fra loro 
eguali. Può definirsi come l’ operazione , con la quale si tro- 
va speditamente la somma di un numero tante volte ripe- 
tuto , quante unità sono in un altro. Il primo di questi due 
numeri dicesi moltiplicando , 1’ altro moltiplicatore 3 e con 
nome comune fattori ; ciò che risulta dall’ operazione si chia- 
ma prodotto. Per indicar la moltiplicazione si usa interporre 
fra i due fattori o un punto, o il segno X • che si leggono 
moltiplicato per. Cosi volendo esprimer che il 6 moltipli- 
cato per 3 , o preso tre volte dà 18 , si scrive 6.3 =18 , 
oppure 6 X 3 = 18 . Generalmente useremo di porre il molti- 
plicatore alla destra del segno , il moltiplicando alla sinistra. 

no. Possono nella moltiplicazione darsi tre oasi differenti: o 
1 due fattori sono numeri semplici , o il moltiplicatore è sempli- 
ce ed il moltiplicando composto , o sono ambedue composti. 

Per moltiplicare nel primo caso 
conviene o già conoscere tutti i pro- 
dotti di ciascuna cifra semplice per 
tutte le altre, o ricorrere alla di conato 
tavoletta, nella quale le cifre stanate 
io ironte o nella colonna marginale 
sinistra son destinate a rappresentare i 
fattori , ed il prodotto si trova por- 
tandoci sulla colonna che ha in fronte 
1’ uno dei fattori dati , e scendendo 
finché non si giunga in linea del nu- 
mero marginale corrispondente all’altro fattore. Cosi troveremo 
chr. 6X7 .j'z ; jX8=jo; 9 X 3=2^ E qui sarà non imitile 
osservare, che i prodotti sono ora d’ una, ora di due cifre: nel 
pruno caso la cifra unica supera ciascuno dei due fattori , nel 
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secondo la prima delle due è minoro dell’uno e dell’altro, nè 
inni giunge a 9. 

ai. Nel 'i.° caso avremo il prodotto con moltiplicare suc- 
cessivamente per il dato moltiplicatore le unità di ciascun or- 
dine del moltiplicando, facendoci dall’ ultima a destra o dalle u- 
nità semplici} ed avvertendo di parlare o aggiungere al prodot- 
to parziale delle diecine il numero delle diecine contenute iu 
quello delle unità, al prodotto parziale delle centinaia il nume- 
ro delle centinaia contenute in quello delle diecine, e così di se- 
guito. Così troveremo che 1 ^ 38 X^=t<> 4 a ^ 5 3961 X 5 = 
19805. Questa regola in tutto conforme a quella già data per 
la somma (i 5 ), e fondata sugli stessi principi, non lia bisogno 
d'ulteriore dimostrazione. 

22. Piuttosto osserveremo i°. che se nel moltiplicando abbiasi 
qualche zero, il suo prodotto , qualunque siasi il moltiplicatore, 
è sempre nullo. 2 0 . Qualora le unità del moltiplicatore in luogo di 
esser semplici o del prim’ ordine , sieno d’uu ordine qualunque 
maggiore ( 4 ), Come per esempiose in vece di 6 si avesse 60, 
600, ò'ooo, potrà operarsi con. e se fossero semplici ; ma dovre- 
mo aggiungere alla destra del prodotto uno zero se soli diecine, 
due sé centinaia , tre se migliaia ec. Infatti siccome il moltipli- 
catore passando dall’ordine delle semplici unità a quello di die- 
cine, di centinaia, di migliaia acquista un valore dieci, cento, 
mille volte più grande (7.2°), anche il prodotto dovrà dunque 
risultare dieci, cento, mille volte maggiore, al che l’aggiunta 
finale d’uno, due, tre zeri ec. completamente supplisce. 

a 3 . Questa osservazione pone in piena evidenza la regola se- 
guente por l’ultimo dei tre casi, quando cioè il moltiplicatore è 
composto. Si facciano i prodotti di tutto intero il moltiplicando 
per le unità di ciascun ordine del moltiplicatore , consideran- 
dole come se fossero semplici ed isolale , avvertendo però di 
aggiungere uno zero alla destra di Quello delle diecine, due 
a quello delle centinaia , ec. Si sommino in seguito tutti i 
prodotti parziali cosi ottenuti , ed avremo il prodotto totale 
cercalo. Eccone degli esempj. 
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24. Si noti i°. che siccome la prima cifra del moltiplica, 
tore ha un valore relativo più grande di tutta la parte seguen- 
te ( 9 ) , cosi anche il suo prodotto per l’ intero moltiplicando 
è maggiore della somma di tutti i prodotti parziali antecedenti. 
Nel modo medesimo e per le stesse ragioni ciascun prodotto par- 
ziale supera la somma di tutti quelli che lo precedono. 

2°. Se dal prodotto totale si tolga l’ ultimo e maggiore dei 
prodotti parziali, il resto equivarrà al prodotto del moltiplica- 
tore spogliato della sua prima cifra a sinistra, o della eifra d’or- 
dine più elevato. Cosi se il moltiplicatore è composto di migliaia -, 
centinaia, diecine ed unità, tolto l’ultimo prodotto o quello per 
le migliaia, il resto equivarrà al prodotto del moltiplicatore ri- 
dotto alle sole centinaia, diecine ed unità; se in seguito si to- 
glie anche quello per le centinaia , il nuovo resto conterrà la 
somma dei prodotti per le diecine ed unità ec. 

3 °. Siccome gli zeri aggiunti a ciascun prodotto parziale non 
influiscono nella somma finale , potremo anche non segnargli* 
purché le unità del prodotto per le diecine del moltiplicatore, si 
scrivano sotto le diecine del prodotto per l’uniti» semplici, 
quelle del prodotto per le centinaia sotto le centinaia; e cosi di 
seguito. 

4 °. Se nel moltiplicatore s’incontri o uno zero come nel se- 
condo esempio , o un seguito di zeri, il loro prodotto pel molti- 
plicando essendo nullo, potremo ometterlo affatto; ferma stante 
però la disposizione dei prodotti successivi secondo l’ ordine pre- 
cedentemente stabilito. 

5 °. La moltiplicazione può anche effettuarsi in ordine in- 
verso, cominciando cioè dalla prima cifra a sinistra del molti, 
plicntore. Ma i prodotti parziali dovranno allora segnarsi in mo- 
do, che le diecine del secondo cadano sotto le unità del primo, 
quelle del terzo sotto le unità del secondo ec ; cosicché ciascun 
prodotto sporga con nna cifra al di fuori del suo precedènte. Se 
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peraltro il moltiplicatore abbia o uno zero, o un seguito di più 
zeri , il cui prodotto come nhhiam detto si tralascia , dovremo fare 
sporgere altrettante cifre di più nel prodotto che segue. Tutto 
ciò si rende evidente qualora si ristabiliscali gli zeri competenti 
a ciascun prodotto parziale. 

6 °. Qualunque sieno i fattori, è sempre lecito invertir l’or- 
dine cou cui son dati , cioè prender l’ uno in luogo dell’ altro per 
moltiplicatore o per moltiplicaudo. Cosi abbiamo lo stesso pro- 
dotto 1 5 , o si moltiplichi 5 per 3 , o 3 per 5 , come anche risulta 
dalla Tavoletta ( 20 ). Infatti moltiplicando 5 per 3 non si fa 
che prendere tre volle einscuna delle cinque unità componenti 
il ninnerò 5 . Ma ciascuna di queste unità presa ire volte dà 3 : 
tutte le cinque unità daranno dunque cinque volte il 3 , ossia 
l’equivaleule del 3 preso cinque volte o niollipìicato per 5 (19). 

7°. Può aversi uu prodotto anche da un più gran numero 
di fattori. Così se il (i 3 , prodotto del 7 per 9, si moltiplichi 
per 5 , il nuovo prodotto 3 i 5 potrà considerarsi come provenien- 
te dai trefaltori 7, 9, 5 $ il che si esprime scrivendo 7 X 9 X 5 = 3 1 5 . 
Incontrandosi espressioni di questa natura dovremo dunque ope- 
rare sui primi due fattori, moltiplicarne il prodotto per il ter- 
zo, il nuovo prodotto per il quarto, e così di seguito. Vero è 
che polendo qui puro aver luogo l’inversione dei fattori, non 
sarà rigorosamente necessario di seguir l’ordine col quale so 11 
dati. 

Di qui iutanto si deduce, che se il moltiplicatore, o anche 
il moltiplicando, o l’uno e l’altro insieme manchino delle unità 
degli ultimi ordini, ossia se le loro ultime cifre sieno zeri (6) , 
opereremo con le rimanenti come se non vi fossero questi zeri 
che poi apporremo in egual numero alla destra del prodotto fi- 
nale. Così se debba moltiplicarsi 7000 per 4 o; moltiplicheremo 
7 per 4 . e segneremo 280000 in prodotto. Infatti ( 5 ) 7000= 
7X1000,40^4X10: dunque 7000 X {0=7 X 1000 X 4 X 10 
— 7 X 4 X 1 000 X 1 0=28 X 1 0000=280000. 

20. Allorché i fattori son numeri molto grandi, come se 
ti dovesse moltiplicare 385 1086489 1 per 4 ^ 365 o 1 279 , gioverà 
di preparare innanzi i prodotti del moltiplicando per ciascuna 
delle 9 cifre semplici , col facilissimo modo che segue. Scritto 
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il moltiplicando come di contro , si sopii sotto il 
medesimo il suo prodotto per a. Se questo si 
sommi col moltiplicando, avremo visibilmente il 
prodotto per 3 (19); e se questo pure si sommi 
col moltiplicando avremo il prodotto per \ ; Cosi 
proseguendo avremo tutti i successivi prodotti 
per ciascuna delle altre cifre semplici ; ai quali 
potremo aggiungere anche quello per 10, unica- 
mente per riprova; poiché, se l’ operazione è l>en fatta, questo 
deve trovarsi in tutto eguale al moltiplicando , con più uno ze- 
ro in ultimo a destra della cifra finale (7. 2“.). E se di fianco a 
ciascun prodotto avremo cura di segnar la cifra semplice da cui 
risulta, non resterà per eseguire la moltiplicazione die prendere 
111 ordine i prodotti corrispondenti a ciascuna cifra del molti- 
plicatore, disporgli nel modo già stabilito (24 . 3°.), e quindi tutti 
sommargli. 


26. Noteremo 1“ che i prodotti cosi ottenuti per le cifre sem- 
plici si cangiano in prodotti per le corrispondenti unità di die- 
cine, centinaia ec. con la sola aggiunta d’uno, due o più ze . 
n (7. a"); 2 0 . reciprocamente le cifro di fianco dovranno riguar- 
darsi come diecine, se uno è lo zero aggiunto; come centinaia 
se son due, ec: il che tutto è evidente. 


27. La prova diretta della moltiplicazione si ha dalla divisio- 
ne come più sotto vedremo ( 3 i). Ma assai più comoda , e quin- 
di molto «sitata è la seguente, sebbene indiretta ed in alcuni 
■ podi i casi fallace. Sommo separatamente e fra loro le cifre pri- 
ma dell’uno, poi dell’ altro fattore, e in fine del prodotto; ma 
in modo die ogni qual volta nel sommare giungo ad un nume- 
ro maggiore di 9, rigetto il 90 ritengo solo l’ eccesso per con- 
tinuare la somma. Avrò cosi tre resti finali, die non potranno 
essere se non numeri semplici e minori di 9. Moltiplico i pri- 
mi due, quelli cioè provenuti dai due fattori, e sommo le ci- 
fre del loro prodotto. Se questa somma eguaglia il terzo resto 
quello cioè provenuto dal dato prodotto, o se non ne differisce 
die di 9 unità, l’operazione potrà supporsi ben fatta. Cosi ri- 
preso il primo esempio di sopra ( 2.3 ), dal moltiplicatore 826’ 
operando nel modo prescritto, ho il resto;; dal moltiplicandi 
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5 - 4 >S 5 (> ho il resto 8, dal prodotto 474 ^ 3 1 o 5 fi ho 2. I due pri- 
mi moltiplicati danno 5 (), le cui cifre sommale (lamio 1 1 , che 
differendo di 9 unità dal resto 2 del prodotto, mostra che l’o- 
perazione può supporsi ben fatta. 

Vedremo a suo luogo i fondamenti di questa regola volgar- 
mente conosciuta col nome di riprova deli). Essa è fallace, i°. 
quando nel prodotto sia stato scritto uno zero in luogo del 9 e 
viceversa; 2 0 . quando o l’una o l’altra di queste cifre sia sta- 
ta o aggiunta o soppressa; 3 °. quando siansi trasposte due o più 
cifre; 4°- quando gli errori commessi in una parte del prodot- 
to sieno compensati da altri commessi in senso opposto nell’al- 
tra. È infatti evidente che in ciascuno di questi quattro casi 
la somma delle cifre torna la stessa, o toltone il 9 dà il mede- 
simo avanzo. E però sempre vero che se la riprova., quando sia 
ben fatta , non torna , vi è certamente errore uel prodotto finale. 

Divisione 

28. La divisione è un’ operazione con la quale si trova quan- 
te volte un numero è contenuto in un altro. 

Ora è manifesto che un numero è contenuto in un altro 
tante volte, quante ne potrebbe esser sottratto; e perciò la via 
naturale per giungere a queste ricerch" sarebbe di sottrarre quan- 
te volte si può il minore dal maggiore. Con ciò si troverebbe 
per esempio che il 12 contiene il 4 esattamente 3 volte; per- 
chè sottraendo il 4 da 1 2 si ha 8 , sottraendo di nuovo si ha 4, 
e sottraendo di nuovo nulla avanza. E parimente si troverebbe 
che il 9 è contenuto 2 volte nel a 3 , ed avanzano inoltre 5 uni- 
tà ; poiché da una prima sottrazione si ha 1 4 , da una seconda si 
ha 5 , che essendo minor di 9 non dà luog > a sottrazioni ulte- 
riori. Questo metodo porterebbe per altro assai in lungo , c sa- 
rebbe nei più dei casi impraticabile, atteso il gran numero di 
sottrazioni che occorrerebbe di fare; perciò è stata immaginata 
la divisione , col cui mezzo le sottrazioni son risparmiate , e si 
giunge all’ intento medesimo, ma con calcolo sommamente più 
breve. Prima di darne le regole premetteremo le seguenti nozioni. 

29. U maggiore dei due numeri, 0 quello che generalmente 
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si tratta di divider**, si. chiama divìdendo'- il minore , e quello 
che dovrebbe sottrarsi o per etti si divide, si chiama divisore $ 
il risnltamento, o il numero delle volte che il dividendo con- 
tiene il divisore*, quoto o quoziente, e l’avanzo finale resto dell» 
divisione Cosi nel primo esempio (28) sarebb* 12 il dividendo, 
4 il divisore, 3 il quoziente : e nel secondo a3 il dividendo, 9. 
il divisore , a il quoziente , 5 il resto. 

30. Quando non vi è resto, come nel primo esempio, il quo- 
ziente dicesi esatto , e l’ operazione si accenna brevemente seri- 

vendo ——3 , oppure 1 2:4=3, ove tanto la linea, che i due 

punti interposti fra il dividendo a sinistra e il divisore a destra, 
si pronunziano diviso per, e indicali sempre una divisione da 
farsi. Quando vi è un resto, si pone alla destra del quoziente, fa- 
cendolo precedere dal seguo -H (i4), e sotto di esso, interposta 
uua linea, si segna il divisore. Così nel secondo esempio si scri- 

jj j 

verebbe ^-=3-4-9, con che viene ad indicarsi clic il a3 contiene, 
il 9 due volte, e restano anear 5 unità da dividersi in 9 parti. 
Il quoziente unito al rdslo prende il nome di quoziente comple- 
to-, separato, prende quello di quoziente j) articolare- Il resto, 
qualunque sia , deve esser sempre più piccolo del divisore , 
comecché equivalente ad una quantità da cui il divisore non può 
sottrarsi (28). 

31. Se quante volte si è potuto togliere o sottrarre il divi- 

sore dal dividendo, altrettante volte si aggiunga al resto avuto, è 
visibile ohe verrà a riprodursi il dividendo (18. III 1 ). E poiché 
il numero di tutte le possibili sottrazioni è indicato dall’ unità del 
quoziente (29), prendendo dunque il divisore tante volte, quante 
so» queste unità, ossia moltiplicandolo per il (piozicnte (>9) , e 
aggiungendo il resto al prodotto, avremo il dividendo. Così da 
23 5 

-p=a-+-^, viene >8-4-5-— 1>3. Dunque »*. il divider 

do eguaglia il prodotto del quoziente nel divisore piu il resto. 
Quindi 2°. se il resto- è nullo, il prodotto del divisore Nel quo- 
ziente deve eguagliare il dividendo ; c. perciò 3°‘. se nel caso 
del resto nullo , si divida il dividendo per il quoziente otte- 
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nato y avremo per nuovo quoziente il divisore : altrimenti que- 
sto moltiplicato per quello non riprodurrebbe il dividendo; d'on- 
de 4 °. se un prodotto dato si divida per uno qualunque dei 
suoi fattori dovremo aver V altro in quoziente ; nel clic ap- 
punto consiste la prova diretta della moltiplicazione di cui par- 
lammo di sopra ( 27 ). Glie se il prodotto abbia piùfattori( 24 . 7 0 .)» 
dividendo per uno di essi, dovremo , siccome è chiaro , aver per 
quoziente il prodotto dei rimanenti ; il che seguirà pure se si di- 
vida per il prodotto di due dei medesimi , di tre ec ; e in ogni 
caso il quoziente sarà sempre esatto. Cosi se il 3o, prodotto di 
2, di 3 e di 5, si divida per a, avremo in quoziente i5, pro- 
dotto di 3 per 5 ; se per 3 , avremo 1 o , prodotto di a per 5 ; 
se per 5, avremo G, prodotto di a per 3 -, e potremo anche di- 
viderlo per G, per io, per i5 e per 3o, prodotti di aX3, di 
2 X 5 , di 3x5, e di 3X5, c di G’X5 » di aX3x5. Più in 
generale potremo quindi stabilire 5". che se un numero sia di- 
visibile esattamente per due o piu numeri dati , sarà divisi- 
bile altresì per tutti i prodotti che possono formarsi, moltipli- 
candoli o tutti , o parte fra loro. 

32. Se dunque sia A il dividendo, B il divisore, p il quoziente , ed R il 
resto , avremo A—pB-\-R\ e sarà pB il massimo multiplo di B contenuto in A , 
ed il resto R l’eccesso di A al di sopra di questo multiplo. Per analogia chiamasi 
resto anche ciò che manca ad A per giungere al multiplo immediatamente stipe. 
riore (p-M)i?, e quoziente il numero p-±-\ di volte clw il dividendo A entra in 
esso multiplo superiore, e poiché in tal caso, continuando a chiamar R il resto, ab- 
biamo evidentemente A^=(j>-\-i)B — R, il quoziente primitivo cresce dunque d’un* 
unità, cd il resto è negativo. Spesso occorre di far uso di questo secondo modo di 
calcolo, specialmente , quando si vuole un resto di segno contrario a quello die 
si ha dal modo precedente. Cosi in luogo di dire che il 9 entra 2 volte nel 23 
con 5 d’avanzo, si dice che v’entra 3 volte con l’avanzo — 4: ed infatti 
23=3X9 — 4. 

33. Scendendo adesso alle regole osserveremo, che, come nella 
moltiplicazione ( 20 ), hanno luogo anche nella divisione tre casi 
distinti : 1 “ quando il dividendo è semplice, cioù d una sola ci- 
fra , oppure ò composto di due sole cifre in modo, che non giuu- 
ga al prodotto del divisore per io : 2 “ quando il divisore es- 
sendo semplice , il dividendo è composto di qualsivoglia numero 
di cifre : 3“ quando il divisore e il dividendo sono ambedue com- 
posti. Le regole per ciascuno di questi tre casi sono appoggiate 
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a] principio stabilito (3i . 1 "), clic il dividendo deve eguagliare il 
prodotto del divisore pel (quoziente più il resto. 

3/{. Nel primo, cerco tra le cifre semplici quella che mol- 
tiplicata per il divisore o rende esattamente il dividendo , o dà 
il prodotto più prossimo inferiore. Questa sarà il quoziente ; e 
la differenza fra il suddetto prodotto e il dividendo , qualora vi 
sia , darà il resto della divisione , che si segnerà come si disse (3o). 
Così troveremo che V == 9 »i= 2 -f-f» Y = 7 - 4 -^. Che se riesca 
difficile il ritrovamento del quoziente nel modo indicato , potre- 
mo far uso della Tavoletta data per la moltiplicazione ( 20 ). Si 
cerchi nel margine sinistro la cifra corrispondente al divisore dato» 
ed in linea alla medesima il numero o eguale o immediatamente 
inferiore al dividendo. La colonna ove questo si trova avrà in 
fronte il quoziente cercato. 

35. Quanto agli altri casi, daremo la regol a per il ter- 
zo, che include quella pure per il secondo; e per fissar meglio 
le idee 1 ’ esporremo sopra un esempio. 

Abbiasi da dividere -2878854 per 583 ; dovrà dunque aversi 
per quoziente un tal numero, che moltiplicato per 583 o renda 
esattamente il dividendo dato , o dia un prodotto differente in 
meno dal dividendo di una quantità minore di 583 ( 29 . 3o). 
Or questo numero deve evidentemente esser maggiore di 1000 e 
minore di 1 0000 ; perchè nel primo caso darebbe un prodotto 
minore del dividendo, nel secondo lo darebbe maggiore. Dun- 
que sarà composto di quattro cifre, o di quattr’ ordini di unità» 
cioè migliaia , centinaia , diecine ed uniti» semplici ( 7 ). Per tro- 
varne il valore individuale comincio dall’ unità di migliaia , e 
formata la tavo’a dei prodotti del divisore per le unità sempli- 
ci (a 5) , aggiungo mentalmente a ciascuno tre zeri per cangiar- 
gli in prodotti di migliaia ( 26 ) o dell’ordine più elevato del 
quoziente. Osservo che i primi prodotti, fi- 
no a quello per 4 inclusivaraente, sono al- 
lora minori del dividendo, mentre quel- 
lo per 5 con tutti i seguenti son maggio- 
ri. Concludo dunque che il quoziente è 
maggiore di 4ooo e minore di 5ooo. Con- 
tiene quindi \ migliaia, che è quanto dire 
comincia con la cifra 4 > la quale scrivo 
T. 1. 


583 1 
1166 2 
1749 3 
2332 4 
29)5 5 
3198 6 
408) 7 
4664 8 
5217 9 
5830 10 


2878854 

2332000 

516854’ 

521700 


Digitized by Google 



?8 

iti luogo a ciò preparato al di sopra del dividendo. Porto al di 
sotto del dividendo il prodotto per le f\ migliaia, con gli zeri 
che gli competono alla destra, e sottraggo. L’avanzo sarà il pro- 
dotto del divisore per le centinaia, diecine ed unità del quozien- 
te a°). Cerco le centinaia operando come ho fallo per le 
migliaia: aggiungo cioè mentalmente due zeri a ciascun dei pro- 
dotti della tavoletta: ed osservo che 1 avanzo riman contenuto 
fra i due prodotti per y e per io. Concludo dunque come so- 
pra che le centinaia del quoziente non sono nè più nè meno di 
y, le quali segno nel solito luogo alla destra del l\. Scrivo sotto 
l’avanzo precedente il prodotto per y coi due zeri che ho men- 
talmente supposti : sottraggo , ed ho un secondo avanzo che equi- 
varrà al prodotto del divisore nelle sole diecine ed unità del quo- 
ziente (-4. 2 0 ). Operando nel modp stesso, c aggiungendo un 
solo /.ero ai prodotti, troverò esser 3 le diecine, che segnerò 
accanto alle centinaia del quoziente. Sottratto il prodotto per le 
tre diecine, avrò per terzo avanzo il prodotto per le semplici 
unità ; e poiché questo corrisponde esattamente nella tavola al 
prodotto per 8, concluderò che le unità cercate sono 8; le se- 
gnerò accanto alle diecine in quoziente , con che l' operazione 
sarà terminata. 

36 . Avverto i°. Che qualora s’ incontri un avanzo minore 
di tutti quanti i prodotti aumentati del numero di zeri corri- 
spondente alla classe delle unità che si cercano (26), ciò sarà 
indizio che questa classe d’ unità deve mancar nel quoziente. 
Porremo dunque uno /.ero in suo luogo (6), e proseguiremo a 
cercai- le unità della classe che segue. 2 0 . Se 1 ultimo avauzo 
non coincide con alcuno dei prodotti, se ne sottrarrà il prodotto 
immediatamente minore , e si formerà un nuovo avanzo, che -ara 
il resto della divisione, da .segnarsi, nel luogo e modo stabilito, ac- 
canto al quoziente (3o). Con queste due avvertenze troveremo 
che 2221649 diviso per 652 , dà per quoziente 34«7 > piu ab 5 
di resto. 

S’j. Tutto questo calcolo può in pratica molto abbreviarsi. 
In primo luogo gli zeri aggiuuti alla destra dei prodotti, clic sue - 
gessivameute si portano sotto il divi di- lido e sotto gli avanzi > 
possono omettersi, bastando considerar vegli soltanto montai me u- 
te come presenti. In secondo luogo è \isibi!e clic 1 ultime cifi;e 
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di! dividendo, quelle elle restano cioè al di Ih del primo pro- 
dotto, non entrano in calcolo che ad una per volta in ciascuno 
degli a \ anzi successivi: così nell’esempio di sopra (35) la pri- 
ma, 8, non comincia a figurare o a computarsi, che quando si 
tratta di sottrarre il secondo prodotto o formare il secondo avan- 
zo ; parimente sulla seconda, 5, non si opera che quando si lo 
glie il terzo prodotto, e si genera il terzo avanzo; e l’ultima 
rimane intatta fino a che con la sottrazione del quarto prodotto 
non si termina 1’ operazione. Possiamo dunque lasciarle in priu- 
cipio, senza avervi riguardo, nel dividendo; ed abbassarle suc- 
cessivamente una per volta alla destra degli avanzi a misura che 
si saranno ottenuti. In terzo luogo, se il divisore sia piccolo, e 
si abbia bastante pratica nella moltiplicazione, potremo dispeu* 
sarei dal far la tavola dei prodotti, e trovar tentando il quo- 
ziente nel modo ohe segue. 

Si separino a sinistra del dividendo tante cifre, quante ne 
ha il divisore o una di più , qualora la prima del dividendo sia 
più piccola di quella del divis re. Per la prima cifra del divi- 
sore si divida la prima, o se non si può, il numero composto 
dalle due prime del dividendo; e segnato il quoziente nel luogo 
preparato, se ne faccia il prodotto per il divisore scrivendolo sot- 
to le cifre separate del dividendo, e si sottragga. Se la sottra- 
zione sarà possibile , cita 1 se il prodotto non sarà maggiore del 
numero formato delle cifre separate del dividendo , o se poten- 
do sottrarsi non s’otterrà un avanzo più grande del divisore (3o), 
la cifra legnata apparterrà al vero quoziente. Diversamente con- 
verrà clinvnuirla quanto occorrer potrà nel primo caso, accre- 
scerla nel secondo. L’ ultimo caso è assai più raro del primo : 
e (pianto a que to potremo renderlo meno frequente, e diminuir 
cesi i tentativi, se dopo aver diviso, eome si è detto » pei- la 
prima cifra del divisore, proseguiremo a divider per la seconda 
il numero formalo dall’avanzo che avremo avuto, convertito in 
diecine , e dalla cifra seguente del dividendo? se il nuovo 
quoziente si troverà minore dol primo, e. .nel uderemo che que- 
sto è troppo forte ; onde prima d’ inoltrarci nell’operazione do- 
vremo diminuirlo almeno di mi’ unità, e spesso anche dì due, 
tu- ec. Così nell’esempio (35) la prima cifra f» dei divisore 
euira 5 volte noi 2.8 , e si ha 3 di avanzo , che convertili* 
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in 3 o e unito al 7 , terza cifra del dividendo , dà , in 
cui non entra 5 volte la seconda cifra 8 del divisore. Il quo- 
ziente 5 , è dunque troppo forte. Diminuendolo di un’unita, e 
supponendo perciò che il 5 non entri che 4 volte nel 28 , avremo 
8 d’avanzo, col quale e col 7 si forma 87, in cui l’8 entra 
molto più che 4 volte. Possiam dunque segnare il 4 per prima 
cifra del quoziente cercato. Moltiplicatolo per il divisore e sot- 
tratto il prodotto , si abbasserà accanto all’avanzo, secondo l’in- 
segnamento già dato (37), la cifra 8 che vien la prima dopo quelle 
separate in principio nel dividendo, e si passerà a cercare nel 
modo medesimo la seconda cifra del quoziente, e cosi successi- 
vamente tutte le altre. 

I ioudamenti di questa pratica sono presso a poco i seguenti. 
Si è in principio ridotto il dividendo alla sola sua parte iniziale 
2878 , perchè già vedemmo che il rimanente non entra in cal- 
colo, se non dopo stabilita la prima cifra del quoziente. Si è poi 
diviso il 28 per 5 , presupponendo di averne lo stesso quoziente 
come dal dividere tutto il dividendo parziale 2878 per l’intero 
divisore 583 . E tanto avverrebbe , se il divisore fosse non 583 
ma 5 oo : chiaro essendo che le 28 centinaia comprese nel 2878 
non posson contenere le 5 centinaia del 5 oo , che quante volte 
il 28 contiene il 5 . Ma se il 2878 contiene il divisore supposto 
5 oo, quante volte il 28 contiene il 5 , non conterrà per altro un 
uumero eguale di volte il vero divisore 583 , tanto pili grande 
di quello: meno il caso che il 378 , avanzo della divisione per 
5 oo , contenga esso pure altrettante volte 1 ’ 83 , eccesso del di- 
visore vero 583 sul divisore supposto 5 oo. Quindi è, che per 
esser sicuri della bontà del quoziente trovato , convien tentare la 
divisione del 378 per 83 , ossia, secondo lo spirito del meto- 
do, quella del 37 per 8 , come abbiamo fatto. 

Volendo abbreviare anche di più, potremo dispensarci dallo 
scrivere i prodotti, facendone la sottrazione a mente a misura 
che andiamo formandogli. Questo metodo conosciuto col nome 
di dando, alla breve ( il precedente si chiama dando alla lun- 
ga )» esige in vero una maggior franchezza di calcolo , che pre- 
sto per altro si acquista. Facilissimo poi, e quasi indispensabi- 
le diviene nel caso che il divisore sia semplice. Eccone un e- 
sempio. 
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Sia da dividersi 4 1 853 per 7. Divido primieramente il 4 1 » 
ed ho 5 in quoziente e 6 d’ avanzo , che senza neppur segnare 
converto in 6 dieciue, alle quali aggiungo la cifra seguente 8 
del dividendo e formo 68. Divido questo pure per 7 , ed ho 9 
in quoziente e 5 d’avanzo. Converto questo pure in I 5979 
diecine, e formo con la cifra 5 che segue nel divi- 7^41853 
dendo, 55 . Divido per 7, ed ho 7 in quoziente e 6 d’avanzo, 
che convertito in diecine e unito all’ ultima cifra 3 del dividen- 
do, mi dà 63 , d’onde ho 9 per ultima cifra del quoziente cer- 
cato, che sarà dunque 597 9. 

38 . Del rimanente la dipendenza di questi compendj dal me- 
todo generale ( 35 ) è evidente da se medesima ; nè esige che inutil- 
mente, e troppo a lungo ci diffondiamo in mostrarla. Piuttosto ri- 
tornando sulle regole, avvertiremo i°. Che incontrandosi un re- 
sto, il quale dopo la cifra abbassata dal dividendo rimanga più 
piccolo del divisore, dovremo segnare zero in quoziente , abbas- 
sare una nuova cifra e proseguire; e se neppur l’aggiunta della 
seconda cifra basti a rendere il resto più grande del divisore , se ne 
abbasserà una terza , segnato prima un nuovo zero in quoziente; 
e così si continuerà finché il medesimo caso avrà luogo. Tutto 
ciò è uniforme a quanto già osservammo di sopra ( 36 . i u ).Con que- 
sta regola troveremo che 790758 diviso per 3 p 4 , dà per quo- 
ziente 2007. 2 0 . Se terminata tutta l’operazione, niente avanza , 
la divisione sarà esatta; diversamente segneremo 1’ ultimo resto 
nel modo stabilito ( 3 i). 3 °. Se il dividendo e il divisore tonni- 
nino con zeri, potremo sopprimerne un egual numero nell’uno 
e nell’ altro, senza che per questo resti allevalo il valore del 
quoziente: così dovendo dividere 780 per 5 o, divideremo 78 per 5 , 
ed avremo uno stesso quoziente; del che si vedrà la ragione a suo 
luogo. 4. 0 Se il solo divisore termina con zeri , potremo toglier- 
gli , purché nel tempo stesso si tolgano altrettante cifre dal divi- 
dendo , le quali poi si aggiungeranno alla destra dell’ avanzo 
finale , che si porrà accanto al quoziente con sotto tutto intero 
il divisore, li facile vederne il motivo. 

3 p. Il principio che ci ha condotti alle regole per la divi- 
sione ( 33 ) porge manifestamente il modo di farne la riprova. 
Ma ancor qui ha luogo quella del 9 (27). Si cerchino nel soli- 
to modo e si moltiplichino i resti del divisore e del quoziente. 
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t> si porti mentalmente il prodotto alla sinistra o alla ilestttl 
del resto finale tifila divisione. 11 resto dato dal minierò rosi 
composto dovrà eguagliare* quello dèi dividendo. Così nell’ esem- 
pio di sopra ( 36 ) il resto del divisore è 4 » del quoziente 
34 oyè 5 , 'I loro prodotto ao, che unito a 285 resto della divisione 
dà 20285, d’onde si ha il resto 8 come dal dividendo 222164;). 

4 o. Una quantità la quale può dividersi per un’ altra si dice 
multipla di questa , cioè dupla , tripla oc. se il quoziente è i , 
3 ec., e questa si dice summtdtipla o aliquota della prima, cioè 
suddupla , sultri/i/a ec. se entra nella prima 2 volte , 3 ec. Così 
lo ò duplo di 5 , 18 è triplo di 6; 8 è multiplo di 4 e di •?> 
Ogni numero è multiplo u 1 ec. ; all’ incontro a è summulliplo 
di tutti i numeri pari ; 5 lo ò di tutti i numeri terminati in 5 * 
oppure in zero ec. Ma la quantità che divisa per un’altra la- 
scia un resto, dicesi prima a quest’ altra , e ambedue si eli in- 
lnan prime tra loro : così 8 e 5 , 1 4 e 3 sòn primi tra loro. 
Si chiama poi in generale, tiianero primo, ogni numero intero 
non multiplo d’ altro intero maggior dell’ unità. Tali sono il 
2, 3 , 5 , 7, 11 ec. 

4L Come la formula mp , quando rtt vi si suppone Intel*), f appresene tutti i 
Multipli di p y cosi la formula tnp~*Zr rappresenta ciascuno dei non multipli, fatto 
successivamente r=zi ,=2 *=3 ec, fino ad rs=^p se p è pari, e fino ad r=* (p — O 
se p è impari. In fatti è visibile che la massima differenza fra un numero noit 
multiplo e il multiplo più prossimo , non può esser maggiore della metà di quella 
che passa Ira due multipli successivi; e un numero che differisca di \p-\-a dal 
multiplo inferiore* differirà di \p* — a dal superiore. Quindi fatto p= 2, la for- 
mula 2 ni rappresenterà tutti i numeri multipli di 2 a pari * la formula 2 rullìi gli 
impari, 1 multipli di 3 saranno rappresentati da 3//i* i non multipli da 3/frfrl * 

i multipli di 4 da 4/7/ * i non multipli in parte dà 4 nr*Zi c in parte dà Amrizl^ 

i multipli di 5 da 5m, i non multipli in pflrle da 3mZÌt\ e in parte da SmC £2 * 

i multipli di 6 da 6/u, i non multipli in parte da 6/nttl, in parte da 6mlt2 , 

in parte dà 6m!ìtr3 ; d’ onde si ha che 6m1*z2 essendo pari* e 6/nÌ3 essendo mul- 
tiplo di 3, lutti i numeri primi 9 fuorché 2 * 3, son della firma teore- 

ma dovuto a Giù* Bcrnoidli. Cosi po*ono aversi altre formule; ma le precedenti 
bastano a dimostrare i Teoremi elle seguono, t°, La somma* la differenza e il pro- 
dotto di due numeri pari * c pari ; 2 la somma e la differenza d* un pari e d* mi 
impari sono impari ; 3*. il prodotto d* Un pari per un impari c pari ; 4 ft . la soni-* 
ina e la differenza di due impari sono pari; 5", il prodotto di due i in pari è impari^ 
6' 1 . tri è sempre multiplo di 2 ; poiché se m è pari lo sarà anche il prodot* 

to, se è Impari, sarà pari l’altro fattole* e quindi il prodotto sarà sempre pari i 
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è multiplo di due e di 3: poiché j'u primo luogo i primi due 
fattori danno un prodotto pari} e in secondo luogo, se m è multiplo di 3, lo sarà 
pure il prodotto} se non è, differirà dal multiplo di 3 o di tmàj o di due unità, e 
perciò sarà multiplo o Pano, o l'altro -dei due fattori /rt-f-f, m-4» 2. Nell’istessa 
maniera si prova, che m(w-+-f)(//H-2)(m+-3) k è un multiplo di 2, 3, 4, e cosi 

. , . . . m(m-H)(m*h2Xm4-3) (w-fc-n) 

di seguito: onde m generale 1 espressione ------ , f 

I.' 2. 3. 4 . , . . 

, v . . , ‘m(m— 3).-. . . (m— n) 

e per analoghe ragioni anche 1 altra ^ s— - qtialum- 

* b V 4. 2. 3. 4 . . ;,(«rH) ? 

que sieno m ed n, purché interi , ridotte a numeri danno sempre un intero } di 

piò la seconda sarà multipla di m, quando m sia primo e ^u-fHjnon potendo 

allora questo (attore venire eliso da veruuq dei denprai natoli. 

42. Di qui si apprende come i coefficienti numerici della jerie in cui si sviluppa 
il binomio (a-t-b)*, quando m c intero, son sempre interi, e di piò che tolto il primo 
ed ultimo termine, i quali hanno per coefficiente l'unità, tutti gli altri son multipli di 
m, quando m è primo. In quest' ipotesi (tì-4-1)* — a m — 1 sarà dunque multiplo di m, e 
fatta a=i,=2,==3 ec. l'espressioni 2*— 2, 3 m — 2*. — 1,4» — >3* — 1, 5* — 4 * — i ec. 
saranno tntte multiple d'm ; e lo saranno pure 3 m — 3, 4* — 4, 5"*— 5 ec. somme 
delle prime due, delle prime tre, delle prime quattro ec. ed in generale lo sarà 
c m — c ; e poiché c m — czzzc^c"*' — i), perciò re m è numero primo , e c non 
divisibile per m , c m ~‘ — \ sarà multiplo di ni : teorema celebre di Fermai. 

43. Possono aver qui luogo anche i seguenti teoremi: se a-*-b sia eguale 

ad mp multiplo dì p , saranno pure multiple di p la somma e differenza dei resti 
r, r* di a:p , e di b:p. Infatti supposti q t q 1 i due quozienti, avremo azzzpq-\-r s 
bz^pq'+r', quindi n-f-5 = mp=p q■^H<7 , )-^-r-+-r , , d'onde r-+-r } ~mp — p g-^q'). 

2.® Se a , b primi fra loro sieno ambedue multipli di p y lo sarà anche r 9 
resto della divisione di a per b. Infatti, supposto q il quoziente, avremo (32) 
az=zbq-\-r , d'opde r=a — bq , multiplo di p quando lo sono n, b. 

3 ° $e p sia il prodotto di tutti » fattori cornimi ad a, b , ò il massimo co- 

mun divisore (57) del rotto -7-, sarà altresì massimo comun divisore di — .In- 

' . <■ . '' * f 4 . 

fatti b ed r debbono per ciò che si è detto aver per comun fattore p j or se 
avessero oltre p un altro fattor comune p* 9 in forza dell'equazione a^=bq~\-r do- 
vrebbe averlo anche «, nè in conseguenza p sarebbe il massimo comun divisore 
di n, b contro l'ipotesi. Dal che anche risulta che posto a-=zmp ,bz=zi\p 9 rz=.tp t i tre 
coefficienti m, h f t non avranno alcun faltor comune, e molto meno l'uno potrà 

esser mùltiplo dell'altro, e tanto il rotto — — quanto —ecl — saranno irriducibili. 

/1 t t 

4.° Se ambedue i termini b t a del rotto proprio — si diminuiscono di una stessa 


quantità x<a il rotto scemerà di valore, ossia il nuovo rotto ^ sarà minore 

' • a—x 

T. /. 
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b > ' ... *(à — 6) 

«lei italo — . Infatti sottraendo quello da questo si arra per differenza — ■ , 

a .. . «(«—*) 

quantità positiva e che mostra essere il rqtlo primitivo maggiore del nuovo. 
Avviene l’opposto se il rotto — sia improprio. Nel modo stesso si dimostrerà 


che se si aumentino di noa stessa quantità qualunque x i suoi due termini, que- 
sto epescerà di valore se è proprio, e scemerà se è improprio. 
x 

5. ° 11 rotto scema o cresce di valore a misura che scema o cresce il valore 

. , iM-x . ■ ... 

di x. Inietti, scemando o crescendo'*, scemano o crescono di una stessa quantità i 
due termini del rotto, dunque questo scema nel primo caso e cresce nel secondo. 

6. ° Se diviso successivamente il numero qualunque p per i numeri < , 2, 3^ . 
fino a \p don si trovi alcun quoziente esatto, p sarà primo. Infatti Supponiamo' 


che diviso p per a^>(/ p potesse aversi .il quoziente esatto q ; sarebbe q—~<^~—, 

c , a V P 

ossia q<CVp> ma 9 è necessariamente divisore di p, dunque p potrebbe divi- 
dersi per uto numero contro l’ipotesi. 

44> I numeri primi non potendo, ad eccezione del 2, ter- 
minare con cifra pari, perchè i numeri così terminati son divi* 
sibili per 2, nè potendo terminare col 5, perchè allora son di- 
visibili' per 5 (4 q), finiranno o in 1 , o in 3, o in 7, o in 9. 
Su questo principio è costruita la Tavola dei numeri primi fino 
a 1 00000 , che è al fine di questo Tomo, e che nel tempo 
stesso dà i più piccoli divisori dei numeri non primi e termi- 
nati in alcuno dei predetti modi. 1 numeri vi son . disposti sotto 
la lettera N, purché l’ultime due cifre si cerchino nella prima 
o ultima fila orizzontale : così per sapere se 85577 è numero 
primo, cerco 855 sotto N, e 77 in alto o in basso; e poiché 
dirimpetto a 855 e sotto 77 trovo un punto, il numero è primo. 
Se nel modo atesso cerco 3go3g, troverò 3, il che significa che 
non è primo; ma che ha per lo meno due divisori, di cui il più 
piccolo è 3. Infatti dividendo, si trova il quoziente esatto i3oi3, 
che sarà egualmente divisore del numero dato (3i). 

45. Ma oltre questi, può lo stesso numero aver molti altri 
divisori, la cui ricerca dipende da quella degli elementi, cioè 
di tutti quei numeri primi in cui il dato è risolubile, o dal 
cui prodotto risulta (a4- 7 °)- Nel nostro esempio il primo e più 
piccolo è il 3 già trovato, per cui diviso il 3go39, si ha, come 
abbiamo veduto, i3oi3. Di questo quoziente cerco nella Tavo- 
la, come sopra, il pili piccolo divisore, ed ho 7, per cui fatta 


Digitized by Google 



a 5 

la divisione, ho i 85 q, che ha per più piccolo divisore l’i 1. Di- 
vido ed ho i(iq, che ha per pii» piccolo divisore il i 3 . Divido 
dunque per 1 3 , ed ho il quoziente i 3 , numero primo e sul quale 
termina l’operazione. Quindi gli elementi di 3 qo 3 i) saranno il 
3 , 7, ìt, i 3 , i 3 ,ed infatti 3X7X11X1 3 X i 3 = 39 o 3 g. 

46 ‘. Osserv. I* Se il numero è pari si comincerà dal farne 
la divisione per 2 , che si ripeterà finché non si giunga ad un 
quoziente impari reperibile nella Tavola , ponendo altrettante 
volle il 2 come elemento. II* Parimente se il numero o alcuno 
dei quozienti successivi termini in 5 , divideremo per 5 , il che 
ripeteremo quante volte occorrerà , c altrettante porremo il 5 co- 
me elemento. Cosi troveremo che gli elementi del 1800 sono 
2, 2, 2, 3 , 3 , 5 , 5 . 

47. Avuti cosi gli elementi, si disporranno gli uni sotto gli 
altri in colonna, e quindi si moltiplicheranno i due primi fra 
loro, e si scriverà il prodotto presso al secondo, come si vede pra- 
ticato qui appresso. Poi si moltiplicherà il terzo per 1 due pri- 
mi e per il loro prodotto, il quarto per i tre primi e loro pro- 
dotti, e cosi di seguilo, avvertendo di non segnare che una so- 
la volta i prodotti che tornassero ripetuti. Tutti questi pro- 
dotti uniti agli elementi formauo, oltre l’unità, il numero totale 
dei divisori , e ciascuno divide esattamente il numero dato 
(3i. 5°> 

3 go 39 3 . 

» 3 oi 3 7. 21. 

1 85 t> 1 1. 33 . 77. a 3 i. 

169 i 3 . 3 g. 91. 2^3. i 43 . 4 2 9 * 1001. 3 oo 3 . 

i 3 i 3 . 169. 507. n 83 . 354 g* 1859.5577. i 3 oi 3 . 39039. 

ROTTI 

Natui a dei Rotti, loro valore e loro paragone 

48 . L’intero diviso in parti, si riproduce dalla lor riunione; 
se ne manchi alcuna , si avrà un Rotto o una Frazione (i 3 ). 

L’ idea di Frazione comprende perciò il numero e la 
specie delle parli in cui fu diviso l’ intero , parti che si sup- 
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pongono fra loro eguali: rosi f ( dir si pronunzia f\ diviso por 
5, o quattro quinti ) esprime (\ parti delle 5 eguali, in cui 
l’intero fu diviso -, il numero superiore \ le numera, e si chia- 
ma Numeratore , l’inferiore 5 ne nomina la specie, e dicesi 
Denominatore : ambedue diconsi Termini del rotto. 

/jc). Un rotto è proprio o improprio o apparente , se- 
condo che il numeratore è minore, maggiore* o multiplo del de- 

47 . . <03 24 . . <1 

nominatore: cosìj, ^ son rotti ptoprj; — , ^ iniproprj ; — , 

— , -g apparenti. Il rotto proprio è sempre più piccolo dell’ in- 
tero o dell’ unita ; l’ improprio bontien 1’ unita una o più volte 
con avanzo ; l’apparente contiene una o più unità senza avanzo. 
Gli ultimi due non Cndono rigorosamente sotto la definizione 
dataj come anche apparisce dagli aggiunti improprio e appa- 
rente, che loro appunto si danno per distinguergli dai veri rot- 
ti. Il rotto iihproprio ^ indica che non una, ma più unita 

sono siate divise ciascuna in 20 parti, edi queste ne sono sta- 
le prese io3, cioè più di quante ne abbisognano per formare 
una sola unità , ma meno di quante ne occorrono per formare' 
un fumerò completo d’unità insieme riunite. Ed il rotto ap- 

24 

parente — indica che si són divise più unità in 6 parti, e di 

queste se ne son prese 9.4 , cioè quante bastano per formare 
quattro intere unità. Sì l’unn che l’altra specie di questi rot- 
ti equivalgono al quoziente completo (do), chesi otterrebbe divi- 
dendo in effetto il numeratore per il denominatore} e quindi 
non è raro l’uso di chiamargli quozienti, uso che si estende 
pure ai rotti propr j , e in generale a tutte l’ espressioni che si 
presentano in forma di rotto». 

5o. Di due rotti con lo stesso numeratore , quello che 
ha un minor denominatore è più grande , perchè contiene parti 
dell’ intero ili egual numero , ma tutte maggiori, così 1 è mag- 
giore di j j y son maggiori di f : con lo stesso denominatore, 
quello è più gratulo che ha un maggior numeratore , perchè 
contiene un maggior numero di parti , tutte eguali in grandezza 
a quelle contenute nell’ altro : così j son maggiori di 4 5 s mag- 
gio! i di |. Quindi moltiplicando o comunque aumentando il nù- 
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tofteratore di un rotto , questo crescerà sempre di valore , divi- 
dendolo, o comunque diminuendolo il valore scemerà, ed avverrà 
1’ opposto se le stesso operazioni si facciano sul denominatore- 

51. Ma se lauto il numeratore che il denominatore si mol. 
tiplicheranno o si divideranno per una medesima quantità , l’ef- 
fetto dell’ operazione fatta sull’ uno di questi due termini sarà 
distrutto dal contrario effetto di quella fatta sull’ altro * ed il 
valor del rotto rimarrà sempre lo stesso. Cosi moltiplicando per 
2 il numeratore del Cotto ho $ doppio di ma se multipli- 

4 

cherò per a ancora il denominatore y , avrò , che essendo 

metà di i, perchè Con egual numeratore ha doppio denomina- 
tore, ritorna per Conseguenza eguale al rotto -J* 

52. Concluderemo adunque che il valor di un rotto noti 
si altera mai dividendone o moltiplicandone ambedue i termi- 
ni per una stessa quantità ; e perciò vi è uri 1 infinità di rotti 
delio stesso valore , behchè espressi in termini differenti ; co- 
si ^-—^=7^=4 > ove * due termini del primo son divisi per 

2, quei del secondo per 3, e quei del terzo per 6, che nati da- 
to il rotto visibilmente eguale ài precedenti. 

53. Talvolta il numero per cui debbousi o Voglionsi divi- 
dere i due termini di un dato rotto è summultiplo dell’ Uno * 
ma non dell’ altro. La divisione potrà dunque effettuarsi esatta- 
mente sul primo , ma non sul secondo, e nascerà quindi Un rotto 
di nuova specie col denominatore, o col numeratore frazionario, 

62 

o parte intero e parte frazionario. Cosi se il rotto — si divi* 

j ' ~ 62 2 2 24 , 

da sopra e sotto per 3 1 , avremo —=-777 -= — > e se — si divi- 

i 1 7 11/ di 

•— 3 - 4 —-— 

31 31 


da sopra e sotto per 6 , aVtemo - ; valore che so- 


6 5+ 6 


62 2 ■ i 

stimilo nell’ espression precedente darà — . I rotti di 
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questa forma son conosciuti col nome di frazioni continue : n» 
tratteremo difl’usamente a suo luogo. 

Operazioni preliminari sui Rotti 

54- Trasformar gl’ interi in rotti. Si riduce un intero alla 
forma di rotto i°. col dargli 1 per denominatore : così , 

8 =“ ec. Clic se poi piaccia dare al nuovo rotto un determina- 
to denominatore , come per esempio 7 , si moltiplicheranno per 

7 sì 1’ intero che l’unità sottoposta. Così (5a). 

55. Ridar pia rotti allo stesso denominatore . Moltiplico 
i termini di ciascun rollo pel prodotto dei denominatori di tut- 
ti gli altri , e i nuovi rotti hanno il valor di prima e un de- 
nominatore comune (5a) : così per ridurre j e f moltiplico per 

4 lutto il rotto e per 5 tutto il rotto —-ed ho 4; e v- K- 
5 1 4 20 20 

gualmentc per ridui re \ , J , 4 , si moltiplicheranno [ter ò X 9—27 
i termini del i°. rotto, per 3X6= t-8 quelli del a°, per 6X 9=54 
... . . J0 . 135 <26 <08 

quelli del ó , e si avranno 1 rotti 7^ ’ <62 ’ <62‘ 4 U * poteva 

osservarsi che i deuominatori son tutti summultipli ( 4 o) del 
18 . In tal caso basterà moltiplicare ciascun rotto pel quoziente 
che si ha dal divider 1 8 per il respettivo denominatore, con che 

i tre rotti diverranno tutti con uno stesso denomina- 

tore (3i. a°). 

56. Come quest’ultimo metodo è men faticoso, e porta a ri- 
sultamenti più semplici, deve quindi preferirsi all’altro ovunque 
si possa. Che se non si presenti subito il numero multiplo di 
tutti i denominatori , potremo averlo cercando gli elementi di 
ciascuu denominatore (45), segnandoli l’un dopo P altro , omessi 
per ogni denominatore quei tanti che si trovasse aver comuni con 
alcuno dei denominatori precedenti , e infine moltiplicando in- 
sieme tutti quelli che così resteranno : il prodotto sarà il numero 
cercalo, che diviso per ciascun denominatore , darà il quoziente 

con cui devono respetti vameute moltiplicarsi ciascuno dei rotti. 
n , . . 2 7 < 9 < 

'-osi dall y’ — » y» -• ~ avremo per elementi del i°. denomi- 
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natore 3 , 7 ; del 2 0 . 3 , 5 ; del 3°. 7 ; del 4°- 5 , 7 ; del 5.” 3, 
3; fra i quali i soli da ritenersi secondo il precetto saranno 3, 
7, 5, 3; il cui prodotto 3 1 5 diviso per ciascun denominatore 
darà i quozienti 1 5 , 21 , 45, 9, 35; per i quali moltiplicando re- 

. . . . 30 <47 45 8t 35 

spettivamente 1 cinque numeratori avremo 3<5 ’ — r .’ — * — ’ — • 

E qui osserveremo passando, che ridotti o con 1’ un metodo 
o con l’altro i rotti dati al medesimo denominatore, può subi- 
to giudicarsi qual sia di tutti il più grande o il più piccolo 
(5o). Se i rotti sieno peraltro due soli , più speditamente gli 
confronteremo, riflettendo dover’ esser manifestamente più gran- 
de quello il cui numeratore moltiplicato per il denominatore 
dell’ altro ha dato un prodotto maggiore. Cosi | è maggior di 
4 perchè 3X5 dà più di 2X7. 

57. Ridurre un rotto alla pik semplice espressione. Molti- 
plicando i due termini d’ un rotto per una medesima quantità, 
il rotto conserverà il suo valore (5a), ma diverrà più compo- 
sto, comecché formato di numeri maggiori. All’opposto schi- 
sandolo o dividendolo per uno o più fattori comuni all’un ter- 
mine e all’altro, diverrà più semplice, comecché espresso da 
numeri minori. Acquisterà poi il grado massimo di semplicità , 
se ne divideremo i due termini per il prodotto di tutti i '.attori 
comuni ad ambedue , o per il loro massimo comun divisore. 
Quando questo non si affacci da se medesimo , due metodi si 
conoscono per ritrovarlo. Consiste il primo in decomporre nei lo- 
ro elementi (45) i termini della frazione: dal prodotto di tut- 
ti quelli che ins : eme si troveranno nell’uno e nell’altro, risul- 
terà il comun divisore cercato; da quello dei rimanenti si avrà 
il rotto ridotto alla sua più semplici espressione. Cosi trove- 

482 2.7.43 43 43 ® 

rcmo ^ = 5rT? _ 7 :== 3^ =:= 2t ■ Se acca( ^ er ' 1 d’incontrare tra 

gli elementi del denominatore tutti quelli del numeratore, o 
viceversa, si toglieranno dall’ un tornirne e dall’altro; ma nel 
numeratore dovrà lasciarsi in loro luogo 1’ unità. 

58. Quanto aH’altro metodo, che anche più del primo importa 
conoscere, per le maraviglio.se conseguenze a cui fa strada, di- 
vido il maggior termine per il minore , e se nulla avanza , il 
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32» 

98 

35 

28 

7 

0 


3o 

minore è il divisor cercato : se vi è un resto, divido per esso il 
minor termine, e se nulla avanza, il resto è il divisore cercato; 
altrimenti ripeto la divisione e proseguo finché avanzi zero : il 
resto che precede zero , è il massimo commi divisore : perciò 
se questo resto precedente è ì , il rotto è irriducibile o i suoi 

427 

termini non hanno alcun fattore comune. Cosi per ridurre 
i.° divido ì (il o pei- 4*7 ed ho 3 di quoziente, e 3ac) di primo 
resto, che segno come nell’esempio ; 2°. divido 4^7 per 
dat) , e viene ì di quoziente e 98 di secondo resto ; 3°, 
divido 3‘aq per t)8, ed ho 3 di quoziente e 35 di terzo 
resto ; 4-° divido 98 per 35 ed ho a di quoziente , e 
28 di quarto resto; 5°. divido 35 per 28, ed ho 1 di 
quoziente e 7 di resto; 6°, divido 28 per 7, ed ho !\ dì quoziente 
e nulla di resto : perciò 7 è il massimo comuo divisore, il che 

mi dà L’Algebra assai meglio dell’Aritmetica 

mostra la bontà e verità di quest’ operazione^ 

Cile operando, nel modo indicalo debba incontrarsi in ultimo it reato zero , è 
cosa evidente , giacché tutti i resti debbou di tul' natura esser positivi e 1 ’ uno sem- 
pre minore dell’ altro (30). Che poi il peiudtimo , o quello, che precede il resto 
zero , equivalga al massima couto'l divisore cercato, si rileverà rammentandoci > 

che se nel rotto — i termini a , b hanno un comune divisore />, dovrà averlo an- 
b 

«he il resto, r ( 43. 2“. ); ed avendolo b ed r , dovrà averlo anche il nuovo re-, 
sto , che si ha dal dividere b per r ; e così successivamente tutti i rimanenti, .e- 
no frattanto R, , R, , Ili tre resti consecutivi; potrà lami R,=mp , R,z=np K 
jRi=fp; e. se si supponga 7 la parto intera del quoziente di Ri diviso per R, , onde si 
abbia (3 2) .avremo sostituendo inj>^nijp-\-tp . -Sia frattanto. /{j il resto 

finale zero , sarà , e quindi jjpl—tuj , ni — =q: mar j b intero, e s epe mas: 

f . n 

simo commi, divisore, m non può esser multiplo i|i n ( 43. 3". ) ; dunque perche 
P equazione sussista dovrà essere n==\ , e quindi R,=p 

59. E qui osserveremo di passaggio, che dai quozienti e 
dai resti ottenuti, operurido come sopra (58), si ha ^^==3-4-.., 


329 i27 
427 ’ 329" 


98. 

"329 


329 

98. S ~ 


Quindi se ciascuno dei rotti 


35 98 
98 : 35' 
427 


427 

28 35 7 28 

329 98 


1610 ’ 12T ’ 329 


et-, si divida sopra e- 


l 
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sotto per il suo respettivo numeratore , e si sostituiscano suo 

cessivamente gli antecedenti valori, avremo 

427 t < 44 1 1 


161U 1610' 

427 


1 

1 

1 

i 

329 

3_i_ 

1 

3 1 

i 

3 i 

T 

127 

+ 427 

329 

98 

<_t- 329 

3-H 4 

,-h 329 




98 

1 


1 

1 

34- JL 


3+-i- 

SCS— — 

— 

3-+- 


. ! * frazione continua (53) equi- 

3-1 j 3-4 T valente al rotto ,special- 

\+-- - <+-— ; 44,10 / 

3 + _: — • 3 _) 1 mente rimarchevole in que- 

2 H 2 - k { - sto, che i quozienti interi o 

1-1 g I -+-5 particolari (3o) 3, i, 3, a, ì 

T sono in numero ed ordine 

li stessi che abbiamo trovati operando col metodo del massimo, 
comun divisore, ed i resti han tutti per numeratore l’unità ; il 
che dà un modo facile di comporla. 

Somma dei rotti 

6 0. Se i rotti da sommarsi hanno uno stesso denominatore, 

Sommo i numeratori x e sotto la somma pongo il denomina- 
tor comune } diversamente li riduco, al medesimo denomi- 
natore (55), e quindi opero eome soffra. Dunque j 

di che niuna cosa può esser pici manifesta. Del pari |-+-j 

(56) 2U ■ _ 2u~ (5 a) 4 

61 . Se coi rotti vi sono anche interi , trasformo questi in rotti 
apparenti, daudo.o sottintendendo data ad essi per denominatore 1 ’ 

unità (54). Così 3-t-'-Hf~}-b j-ht—^— t0 ~——^. Ma se sia 

V» solo il rotto da sommarsi con un intero , moltiplicherò im- 
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mediatamente l’intero per il denominatore del rotto; sommerò 
il prodotto col numeratore, c sotto la somma seguerò il deno- 
minatore. Cosi : la ragione ne è chiara. 

Sottrazione dei rotti 

Si. Nella sottrazione dei rotti si opera come nella somma , 
se non che, dopo aver ridotti i due rotti al medesimo denomi- 
natore, in luogo di prender la stimma dei numeratori, se ne 
prende la differenza, avvertendo di apporre m ultimo il segno 
negativo ( 18 . II".), nel caso che il numeratore ridotto del di- 
minuendo risulti più piccolo di quello del diminutore. Cosi 

3 \ <5 — 4 44 3 4 6—7 < £ _3 <2—3 9 _ 

1 ~5 20 20 ’ 2 T' 44' 44’ 2 2 2 ’ 

4 4—40 6 

5 3 5 5 ' 

63. Spesso avviene d’ incontrare una riunione di rotti po- 

... .. i 5 3 1,3 5-1 

sitivi e negativi, come la seguente — j- — IT’ caso 

si ridurranno tutti al medesimo denominatore , apponendo a cia- 
scun numeratore ridotto il segno del rotto primitivo; si somme- 
ranno partitamente tutti i numeratori col segno - 4 - , quindi 
quelli col seguo — ; e sotto la differenza delle due somme si se- 
gnerà il denominatore comune. Così avremo : 

5 3 4 3 5 N 20 — 48-H-H9 — 40 30 — 28 2 4 

"3 2 ^ - 42 - ^ - 4 ¥ ^ ' 42 (2 42 6 ’ 

Moltiplicazione dei rotti 

S\. Moltiplicare un rotto, come per esempio ~, per un 

intero , come sarebbe 6 , significa prender la somma di sei 
rotti lutti eguali a * ( 19 ); il che si fa sommando i sei nume- 
ratori eguali, ossia moltiplicando per sei il numeratore 5; avre- 

, 5 „ 5. 6 30 

mo dunque -- X 6 = — =y • 

65. Ma quando si tratti di moltiplicare un intero per un 
rotto proprio, il vocabolo moltiplicare cangia alquanto il suo 
significalo primitivo; poiché non è allora il moltiplicando, che 
si vuol prender più volte, ma porzioni soltanto del medesimo, 
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indicate da! denominatore della frazione, che debhon prendersi 
tante volte, quante unità sono nel numeratore. Cosi quando die» 
moltiplicare 5 per non altro intendo che dividere il ti in 
quattro parti, e di queste prenderne tre. Or ciascuna delle quot- 
ilo parli in cui resta diviso il 5 , è visibilmente espressa da j ; 

K 

adunque per averne 3, dovrò moltiplicare - per 3, e quindi avrò 

-- X 3— ( 64 ) e p°' c h< x lo stesso avrei avuto moltipli- 

cando j per 5 (»4« 6 "'), comecché 1’ operazione è precisamen- 
te la medesima nell’un caso e nell’altro, potrò dunque stabili- 
re in generale, che si moltiplicano fra loro un rotto ed un in- 
tero, prendendo il prodotto dell’ intero per il numeratore dal 
rotto, e ponendoci sotto il denominatore • 

66 . Se poi per--dovesse moltiplicarsi noti più 5, ma ~ , ossia 
•e dovessero prendersi tre quarte parti non del 5, ma di 

nona parte del 5, è visibile che anello il valore ottenuto ver- 
rebbe a ridursi alla sua nona parte; il che si fa moltiplicando 

per q il denominatore (5o). Dunque -y- X pj! 

c siccome lo stesso si avrebbe dal moltiplicare — per - ’ dunque 

in generale si moltiplicano due rotti , prendendo il prodotto 
dei numeratori , e. dividendolo per quello ilei denominatori . 

67 . Si osservi i° che quando il moltiplicatore è rotto pro- 
prio, il prodotto è sempre più piccolo del moltiplicando', in- 
fatti se si moltiplica * per 1 , cioè se si prende una sola volta, 
si ha se dunque si moltiplica per ì minore d’i, e in con- 
seguenza non si prende totalmente neppur* una volta, deve a- 
versi meno di Se poi antivedile i fattori son rolli proprj , è evi- 
dente clic il prodotto sarà minore dell’uno e dell’altro. 

68. Se debban moltiplicarsi più rotti, si farà il prodotto 
di tutti i numeratori, e si dividerà per quello di tutti i deno- 
minatori. Qualora per altro qualche numeratore possa ridur- 
si con qualche denominatore ( 57 ), benché spettante a rollo di- 
verso, gioverà far la riduzione prima di moltiplicare, avverten- 
do di sostituir P unità in luogo di quei numeratori o detiomina- 

Tom. I. i 


Digitized by Google 



M 

tori, clic per effetto di (presta riduzione, venissero ad esser eli» 
(>ì completamente. Cosi aven dosi -Ixgx^X — ’ si ridurr?» ad 

X j X X y ==pp. ^ ia * fattori vi sia qualche intero, 
si renderà più uniforme il calcolo dandogli per denominatore l’u» 

nità ( 54 ), 

Divisione dei rotti 

7 

69. Dividere un rotto qualunque, come peres. p, per uq 
intero 6 significa prenderne la sesta parte, il che si ottiene ( 67 )) 
moltiplicandolo per *-,0 semplicemente moltiplicando per 6 il 

denominatore i 5 . Ma se debba 'dividersi per T 8 T , quantità 1 1 
volte minore di 6, il quoziente avuto dovrà allora divenire 1 1 
volte più grande, e perciò converrà moltiplicamo per 1 1 il nu- 
7 6 7 4 4 77 

meratore, D u n q 11 e ( . : -= ~ — — ; d’ onde in generale si din 

vide un rotto per un altro, moltiplìcamlo in croce il numera- 
tore del dividendo per il denominatore del divisore , e il 
numeratore del divisore per il denominatore del dividendo , 
e ponendo sotto il primo prodotto il secondo. 

70, Si osservi 1 °. che a questa stessa regola si riducono 

quelle per il caso di un rotto da dividersi per un intero, o di 
un intero da dividersi per un rotto, per la qual cosa basterà trasfor- 
mare in un rotto l’intero ( 54 ), comunque sia questo q diviso- 
re, o dividendo. Così -y 5 = 4 - : p=~; I^=~=i8. 

Se non che siccome la moltiplicazione per 1 ’ unità lascia intat- 
to il numeratore primitivo del rotto dividendo nel primo caso , 
e il numeratore del rotto divisore nel secondo, potremo per 
questi due oasi ridurre 1’ enunciato della regola ai due seguen- 
ti : si divide un rotto per un intero dividendone il numera- 
tore per il prodotto dell’ intero nel denominatore ; e si di- 
vide un intero per un rotto moltiplicando l 1 intero per il do- 
pami autore del rotto e dividendo il prodotto per il nume- 
ratore. 

IP. In forza della regola generale (69) si avrebbe^ : p== 
7 . \\ 77 7 6 

^-==g- Q =?= Kivi) perciò il quoziente di due rotti si ha 
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pure dividendo il quoziente dei due numeratori per quello 
dei due denominatori , cioè formando un rotto coi due nume- 
ratori, un altro eoi denominatori, e dividendo quello per quo-, 
sto nel modo che apparisce dal calcolo precedente. 

III 0 . Ogni qualvolta il rotto divisore sia proprio, il quo- 
ziente sarà più grande del dividendo : infatti il quoziente cre- 
sce a misura che scema il divisore. Or se si divide per 1’ uui- 
th , il quoziente eguaglia visibilmente il dividendo : dovrà dun- 
que superarlo.se si divide per un rotto minore dell’unità. 

71 , Per indicar la divisione di un rotto per un altro, co- 
3 8 

me y per y, si usa più ordinariamente il modo clic abbiamo 

3 

praticato, cioè? : ma talvolta giova di scriver piuttosto — y~* 

y 

sottoponendo al rotto dividendo il rotto divisore, e avendo cu- 
ra di dar più lunghezza alla linea che separa i due rotti , che 
a quelle che separano i due numeratori dai loro rcspetlivi de- 

5 

nominatori. In egual modo si scrive ., L_per denotare che 

5 4 

8 

vuoisi dividere o 1’ intero 3 per il rotto y,o il rotto y per Pio- 
terò 4 . In tali casi si terranno per dividere le pratiche seguen- 
ti. Nel primo si moltiplicheranno i due estremi 3, 9 , e quindi 
i due medj 4 . 8 ; e col primo prodotto si formerà il numerato- 
re del quoziente, col secondo il denominatore. Nel secondo si 
moltiplicheranno i due estremi 3,8, e si dividerà il prodotto per 
il medio 5, Nel terzo si moltiplicheranno i due inferiori 7 , 4» 
e per il loro prodotto si dividerà il superiore 5. L’aualogìa di 
queste regole pratiche con le precedenti è manifesta, 

•ji. Abitiamo già incontrate forme simili a quelle di cui par- 
liamo nel dar contezza dellcfrazioni continue (53. 5t)); le pratiche 
sopra additale ci danno il modo di sommare queste frazioni , o 
di trovare il rotto comune equivalente aduna data frazione con- 
tinua. Debba ciò farsi su quella del num: 1 * 53 , che per como- 
do riportiamo di iìaucu. Comincio dal sommante la parte Cutde 
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5-4-~- (6i) ed ho rotto per cui riman dunque divi- 2 

24 j 

so il 4 : fatta la divisione ho —, sommo col 3 , ed ho 5 + — 

' J1 O 

rotto.per cui resta diviso il a ; divido ed ho rotto da • 

cui fu appunto generata la data frazione. 

y 3 . Si noti i° che se il rotto che generò la frazione è ri- 
ducibile (5j), la somma della frazione lo darà ridotto e non nel- 
lo stato primitivo. Cosi sommaudo quella del num:° 5 q avremo 

valore del rotto schisato per 7: 2. 0 se in luogo di som- 

mare tutta la frazione, se ne sommi una parte in principio , tra- 
scurando la rimanente, la somma risulterà più grande o più pic- 
cola del rotto generatore, secondo che sarà impari o pari il nu- 
mero deiquozienti interi o particolari ( 3 o) che riterremo. Cosi, se 
nell’esempio riportato (73) siritenga il solo primo quoziente 3 , a- 
2 

vremo il rotto y maggiore del vero, perché il denominatore è stato 
diminuito ( 5 o). Ma se ritengo anche il quoziente 5 tralasciando 
solo 1* -y » avrò per rotto finale y > che per la slessa ragione sa- 
rà maggioro del vero ; sarà dunque del pari maggior del vero 
tutto il deuonùuatore 3 — 1 — y , e perciò minor del vero la fra- 
zione j-p j ; sommandola infatti si ha che facilmente tro- 
veremo ( 56 ) esser minore di rotto genitore. Queste singo- 
larità potranno più in grande verificarsi sulla fraziou continua da- 
ta alnunu® 5 <4. 

Frazioni o Botti Decimali 


74. La legge medesima di convenzione, la quale stabi- 
li che la prima cifra a sinistra delle unità rappresenti diecine, 
la precedente centinaia, l’altra migliaia (7), prescrisse egual- 
mente che contrassegnata la suddetta cifra dell’ unità con una 
virgola posta dopo di essa , una prima cifra dopo la virgola c- 
sprimesse decime parti d’ unità , una seguente parti centesime, 
uu’ altra posteriore parli millesime ec. Cosi mentre il numero 
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486,597 equivale nella parte che precede la virgola a 4oo-+-8o-t-6, 
in quella che segue corrisponde a T \-k T xvv» e siccome 

queste tre frazioni ridotte al commi denominatore 1000 (55) e 
sommate danno T VA > perciò il suddetto numero 486,597 var- 
rà 486 interi, ossia unità e 597 millesimi. 

75. Anzi poiché 486 -H t V/ 1 t=( 6 i ) 4 ?5 \ dunque il nu- 

mero 486,597 potrà leggersi andantemente per 486 mila 597 
millesimi. Nell’ istessa guisa 6,28 si leggerà 6 interi e 28 cen- 
tesimi, oppure 628 centesimi. Ma 0,82 e 0,01 3 non varranno 
che 82 centesimi il primo, e i 3 millesimi il secondo, perché 

10 zero che precede la virgola mostra qui che la parte frazio- 
naria non é congiunta ad alcun intero. 

76. Queste espressioni son dunque veri rotti, o improprj , 
o proprj (49), secondo che avanti la virgola hanno o cifre si- 
gnificative o lo zero. Se non che il loro denominatore è sottin- 
teso ed equivale all’ unità seguita da tanti zeri quante son cifre 
dopo la virgola ; di qui il noine clic hanno assunto di decima- 
li , che per altro più specialmente si appropria alla porzione 
die viene dopo la virgola. La loro comoda forma e la facilità 
con la quale perciò si maneggiano , unite ad altre loro proprie- 
tà sommamente utili, gli fanno preferire ai rotti ordinari, i qua- 
li col metodo che insegneremo (89), assai facilmente si cangia- 
no in decimali. Frattanto ecco alcune tra le bel le proprietà di 
questi ultimi. 

77. I*. Due o più rotti decimali, che abbiano un egual nu- 
mero di cifre dopo la virgola, hanno altresì lo stesso denomi- 
natore. Ciò è manifesto dopo quanto abbiamo detto intorno al 
denominatore sottinteso (76). 

78. II*. Come ® 0 == t 6 “-== t 6 0 0 ^ ec. (Sa) , cosi sarà 0,6= 

0,60=0,600 ec, cioè I’ aggiunta o la soppressione finale d’uno 
o più zeri alla destra niente altera il valore di un decimale. 

79. III*. Perciò dati due o più decimali di diverso nume- 
ro di cifre, ed in conseguenza di diverso denominatore (77) , 
col solo aggiungere in fine tanti zeri da rendere in tutti eguale 

11 numero delle cifre alla destra della virgola, verranno ridot- 
ti allo stesso denominatore. 

80. IV*. Di due o più rotti dtcimali quello è maggiore che 
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lin primo dell’ altro di seguito alla virgola rifin maggiore: iti - 
falli riducendoli tulli col metodo precedente allo stesso denorni- 
nalfire, quello che ha in principio maggiori cifre, avrà altresì vi- 
sihilmente un maggior numeratore. 

81 . V*. Se in un rotto decimale si sopprimano 1’ ultime ci- 
fre, l’errore sari» tanto più piccolo quanto è maggiore il nùmero 
delle decimali che restano. Così se il rotto 3 ,l 4%683925 si ri- 
duca a 3,1426839 oppure a 3,14268392 l’orrore non sarà nel 
primo caso che di 2.5 mille milionesimi, e nel secondo di soli 5 
mille milionesimi. Sono peraltro sì piccoli ambedue questi er- 
rori, che negli usi ordii. arj della società, come ancor delle scien- 
ze, non possono avere alcuna sensibile influenza , qualora il caso 
non porti a doverli moltiplicare per numeri grandi d’interi. An“ 
zi il più delle volte tutto ciò clic rimane al di là della «pùnta 
.decimale , e anche talora della «piarla e fin della terza , si ren- 
de affatto superfluo; e perciò 

82 . VI.” Se 1111 decimale abbia un gran numero di cifre, po- 
tremo ordinariamente sopprimere tutte «picllc che si trovano al 
di là della settima, e all’ occorrenza quelle pure che sono al di 
là «h’ila quinta, della quarta ec. senza commettere il più delle 
volte errore da valutarsi. Qualora la prima delle cifre soppresse 
sia un 5, ovvero più di 5, potremo diminuir l’errore aumentando 
«li un'unità l’ultima delle ritenute. Così dovendo sopprimere le 
«lue ultime cifre d«‘l ri tto i>, 8368 sarà error minore scrivere 0,84 
che 0 , 83 . Infatti o,84— o,84oo e o,83>=^o,83tio: dunque il rotto 
dato differisce da o,84 di o,oo3ft; da o,83 di 0 , 0068 , cioè meno 
nel primo caso che nel secondo. 

Somma, Sottrazione , Moltiplicazione e Divisione 
dei Rotti Decimali 


83. Per sommare o sottrarre i decimali, si pareggi con tanti 
zeri il numero delle re- 4852 79100 

spettive loro cifre ( 78 ), 4,00745 6,00435 

quindi si dispongano , e si 0,00490 f l >'- 

«iperi secondo il solito( 1 5), Som. 4856,80335 Diff. 5,83435 

conte si vede praticato negli esempj di fianco. 
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\j aggiunta degli zeri potrà farsi ancor mentalmente; ma 
in tal c . aso dovremo aver riguardo di disporre i numeri l’un 
sotto Tallio in maniera, clic le unità degli interi , o gli zeri che 
le rappresentano (7 5 ), corrispondano in una stessa colonna, ole 
Virgole sotto le v irgole , il clic torna lo stesso. 

84 * Quanto alla moltiplicazione dei decimali, ben si sa clic 
riducendogli in forma di rotti ordinar j (7 5 ), il loro prodotto si 
avrebbe dal divider quello dei numeratori, ossia dei due fatto- 
ri proposti Considerati senza la virgola (75), per il prodotto dei 
denominatori, cioè per l’unità seguita da tanti Zeri quante soh 
cifre decimali nei due fattori. Di qui la regola: che nella mol- 
tiplicazione dece operarsi al solito non curando la virgola ; 
ma quanti decimali sono nei fattori, tante cifre a destra si 
separano nel prodotto, e se non sieno abbastanza , si supplisce 
a sinistra con altrettanti zeri, come nel quarto esempio seguente. 
La riprova si fa al solito, 

4 . 1,7 x <3 2 , 4 ,^ 2 X 0.033 4 , 12 X 3,7 21 , 32 x 0 , 00*03 

43H 73626 2884 6396 

437 122710 1236 Ì1 32 

568,1 0,1300726 15,244 0,0219596 

85 . Si moltiplica un decimale per ) o, 1 00, 1 000 ec. con avitm 
zare la virgola a destra per tante cifre, quanti sono zeri nel molti- 
plicatore: così 45,328 X 100=4^32, 8; 0,0785 X 1000=78, 5 . 

86. Se i fattori hanno molti decimali e non bisogni UH risiiltdmento esatto, 
come se dovendo moltiplicar 45, 625957 per 428, 635, ini basti un prodotto con 
3 decimali , hii propongo primieramente di trovarne 5, cioè due di più del biso- 
gno, per la ragione che in breve diro,* poi rovescio l’ordine del fattore che fio scel- 
to per moltiplicatore, e lo scrivo sotto l’altro facendo corrisponder la cifra delle sue 
unità sotto il quinto decimale $ c poiché 1’ ultima cifra 4 del fattore tovesciato spor- 
gerebbe al di luori dell’ ultima decimale dell’ altro j aggiungo alla 45*6259570 

destra di questo uno «ero pei* pareggiare. Quindi molli plico c Ira- 536824 

scuro nel moltiplicando tutte le cilre a destra di quella per cui mol- 456259570 
tiplico; e a misura che tnuto cifra nel mdlliplicdtorcj scrivo la pri- 94 254944 

Ina dei nuovo prodotto sotto la prima del passato; Fatta la somma 36500760 
di questi prodotti , sopprimo le due tillime cifre aumentando d’un’ 2737554 

unità 1’ ultima Che resta, perché le due soppresse passai» 50: dopo 436875 

ciò> separo i decimali che mi proposi d’avere, e trovo 5869,095 22840 

Prodotto cercato; . 586909483 

Iidatti i prodotti clic volta per volta in questo metodo si tralasciano sono evi- 
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tkiAcmt nte quelli die avrehluro luogo ni di 111 dell’ ultima colonna che si ritiene t 
lutto è dunque provalo se ti dimostra die questa colonna corrisponde nel prodot- 
to alla classe deeimnlc che ci abbisogna. 

Ora c c liiaro clic la colonna la quale nella moltiplicazione corrisponde ad una 
siasse decimale qualunque , per esempio alla 5*, deve necessariamente formarsi dal 
prodotto della 5* decimale del moltiplicando nell’ unità degli interi del moltiplica- 
tore , deli» 6' nelle diecine, della 7* nelle centinaia ec. ; come pure della quarta 
nei decimi , della terza nei centesimi ec. ; c come il metodo dato porta appunto a 
moltiplicazioni fatte totalmente su questo sistema , è dunque chiaro che 1’ ultima 
decimale del prodotto , ottenuta così , è la richiesta. E poiché i prodotti che si tra- 
scurano potrebbero render difettosa la colonna ultima che si ritiene, quindi per cau- 
tela *i procura che questa colonna sia superiore anche di due classi a quella che 
realmente occorrerebbe. 

Se nel moltiplicando non fossero t.iuti decimali quanti dalla redola son pre- 
writii # si supplirebbe con ieri. .Si avverta che il metodo però non ha luogo in due 
casi ftàsai rari : 4 .° ac gl’ interi uniti ai decimali son numeri molto grandi : 2 .° ae 
> decimali son molli ed espressi tou le cifre massime 8, 9. 

87. lutine il quoziente di due decimali deve aversi come 
quello degli altri rotti, con dividere il quoziente dei numeratori 
per quello dei denominatori (70. 11°.). Ma quest 1 ultimo ò. sempre 
eguale all’unità seguita da tanti zeri quante son meno le cifre de- 
cimali del divisore di quelle del dividendo; perciò la divisione 
dei decimali si farà al solito, con divider l’uno per l’altro, 
senza considerare per allora la virgola , e quindi con separare 
a destra laute cifre decimali iti quoziente quante ne ha il divi- 
dendo più del divisore. Esempj 

3 0,133 2,1» 

<7 01 15 92,37 1 19, i Ondo 

2,3113- ' «82-2417 20,07-»-'" 8<-\-,20 

.371» 92210 

30» 11914 

88 , Se i decimali del dii itlendo sieno minori in numero dì 
quelli del divisore, si renderanno quanto più piacerà maggiori 
con la solila aggiunta degli zeri (78) , come si vede praticato 
nel .'t.° esempio. E potremo aggiunger nuovi zeri anche, allori 
quando compila la divisione, siamo giunti all’ullimo resto. E 
evidente che quesla pratica semplicissima dà luogo ad estendere 
le decimali del quoziente fino a quel termine, ove le susseguenti 
diverrebbero trascurabili (81). In tal caso non saia necessario 
tener conio, secondo la prescritta regola ( 3 o), del resto finale, 
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e In forma «lei quoziente , l'icorosa quanto basta , diverrà pii 
semplice della consueta. 

89. Con questo mezzo potremo comodamente ridurre a de- 

5 

cimale un qualunque rotto ordinario per es. ^ . Cangio pri- 
mieramente il numeratare 5 in 5 , 00 in modo che, non curata 
la virgola, risulti maggiore del denominatore. Comincio quindi la 
divisione (87), ed ho il quoziente 2 col resto 1 54 ; e come il 
divisore non ha decimali e nella due il dividendo, concludo che 
altrettanti deve fin qui averne il quoziente, che per conseguenza 
dovrà cangiarsi in 0,02 (87). Dopo ciò aggiungo un nuovo zero 
al dividendo , oppure soltanto al resto, il che tornerà ancora più 
comodo , quindi divido al solito , aggiungo egualmente un zero 
al nuovo resto ottenuto, e di nuovo divido 5 e cosi continuando 
per sei volte, ottengo il quoziente 0,0289017 , che è iuutile 
protrarre , qualora 7 decimali si reputino sufficienti (81). Pri- 
ma però di sospendere è necessario assicurarsi se la cifra che ne 
seguirebbe in quoziente eguagli 5 o lo superi , nel qual caso 
1’ ultima delle ottenute , cioè il 7, dovrebbe aumentarsi di un’ 
unità (82). Or ciò si conosce o proseguendo la divisione o ri- 
flettendo che la nuova cifra non può passare il 5 , se 1 * ultimo 
resto non superi la metà del divisore : il che non avendo luogo 
nel caso nostro , dunque neppur 1’ aumento avrà luogo. 

90. Può bene spesso accadere che qualche resto aumentato 
dello zero divenga multiplo del divisore. In tal caso il nuovo 
resto sarà nullo, e P operazione avrà termine prima che il quo- 
ziente arrivi alla prescritta decimale. Se ne vedano csempj nei 

rotti ^=o, 5 ; ^=0,72 ; ^=0,62 5 . I quozienti che godono di 

questa proprietà si chiamano decimali esatti, perchè equival- 
gono esattamente al rotto ordinaria, dal quale son derivati. Ne- 
gli altri che non ne godono ha lucido un’altra singolarità, il ri- 
torno cioè periodico delle medesime cifre, che accade ogni qua- 
lunque volta s’incontri un qualche resto eguale ad alcuno dei 
già trovati. Ciò può succedere anche fin dal principio dell’ope- 
• i 4 . * ^ 4 

razione, come uci rotti -=o ,333 oc., — =o, 363636 ec., — =.. . 

ò i 1 55 

0,0181818 ec.^ ed è poi certo che vi si giunge infallibilmente 
prima che il numero dei resti eguagli ti divisore. Se ne troverà 
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faci Imbuto il porci) è , so si fiflotta olio i resti sdii di loi‘ un furti 
tulli più piccoli dol divisore (ilo). I quozienti di questo gene-* 
re si chiamano periodici , nè possono mai rappresentare esat- 
tamente il dato rotto ordinario. 

Rimane in fine da osservare che si divide un rotto de- 
cimalo por io, 100, 1000 co. ritirando la virgola a sinistra per 
tante cifre quanti sono zeri nel divisore ; supplendo con Zeri al- 
la sinistra del dividendo, qualora le cifre degli interi di questo 

non fossero in numero sufficiente. Cosi — i , 364 ; =“ 

«,ooo48. 


Teoria generale delle fruii orti continue 


94. Si dà, come già avvertimmo (53), il nome di frazioni continue ai rotti 

della torma xz=z q t ove p» f p*> put ee.j </ a , qi>i ec. sono numeri 

P '~ t ~/nH ? — 

pi-+- ce. 

interi. Queste frazioni sono finite, o infinite, o periodiche secondochè p. pi 
ec.; 17, , ec. sono finiti; o infiniti di numero, o dopo un certo termine tor- 

nano o tutti o in parte gli stessi , procedendo con ordine eguale fino all’ infinito. 
I-e ricerche le più importanti, che riguardano queste trazioni, si riducono ai quattro 
Seguenti quesiti : t“. Data una Jrazion continua , sommarla o totalmente , o 
parzialmente , ossia esprimerne il valore o esalto o approssimato per mezzo di un 
rotto ordinario (72); 2°. ridurla in serie ; 3° trasjormare in frazione continua 
una data serie; 4° data una quantità O frazionaria 0 irrazionale trasformarla 
in frazion continua. 

92. Cominciando dal primo quesito, si rappresentino con M, ; M, , Mi Mj. 
i numeratori , con N, , N. , Ni , . . . N y i denominatori dei rotti che risulte- 1 
rehhero troncando successivamente la frazione continua a pi,p,»pi, ■ . p^ o con- 
siderando q a , q\, 4, .... q 4.4. 1 come n olii. In tal caso avremo per primo rotto 

— , c sarà IViisn,, N, = pi. Per il 2" rotto avremo -2—- <j,=z — ' - , ed M,— 

pt ’ ' r p.-K- p.N.H-?, 

Pi 

p. Mi , Ni — p.Ni +(]» • Quanto al 3° rotto potrà dedursene il valore da quello 

, , „ . . <71 . p,pvM,-l-i 7 iM, 

del 2 ", sostituendovi p, -f — in luoao di p,; Con che diverrà - . . — — 

r p. pi (p,N .+?,>+-</> N. 

> ed Mi=pi M, -Hr/lM, , Ni =2pi N, -p-Oi Ni. Del pari avremor il 

piN.-H/iNi 


Valore del 4° roUo sostituendo 



in vece di pi nel l'Otto precedente, ossia irt 


pi Mi-f-^iMi 
pjN»-f-i/jNi 


e ne risulterà 


pi(p\Mt+(jT,M ,)-+-q^U _ pjM'.-H/i M , 
p t (p 1N1 +q ìN I ) -t-l/lN > pi-Nl+i/tN. 
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N* = pi, Nj+Vj N,. I valori dunque «li M. , M., Mi , Mj ec. fjt» 
N, , N « , N;, oc. si deilucono gli uni dagli altri nel modo che qui sotto sediamo 


M. — y. 

Ma = ^.Mi 

Mi = 

M« = pi 

M 5 =pi Mj-H/s Mj 


M, 




N. — p, 

N. = p> N 1 -H 7 » 

Ni = piNi-H/vN. 

N< = piNH-q«Nj 
Ns =/’s Nft-75 N s 

N» = Pk^k—i+nk^k—t 


E’ poi chiaro che ogni rotto lorntalo da un’ M, e dall’ N correspcUiva, cornee- 
che equivalente ad una parte più o meno grande della frazione data, ci sommini- 
stra prossimamente il valore di x, e che 1 * approssimazione è Unto maggiore quanto 
maggiore è l’iudice dcll’M e «lell’N- (73.2°.) Che se < 7 * e p k rappresentano l’ulti- 
mo dei q, e l’ultimo dei p nella data Irazione, il valor cercato di I sarà dato esat- 
4/ 

tornente da — J* ' Così nella frazione del num°. 53, avremo q t z=:2, q,=r4,^i = l j 

p, = 3 ,p, = 5 , pii = 6 ; e di qui M« = 2 , M, = 10, Mj =62j N« = 3, N> — 19, 

. M, 2 M, 10 

Ni = ll7jd’ onde le due prime approssimazioni — = - , — ~ , e “ valor 

vero e finale ^ = x = —, il tutto come già si era trovalo altrove (73). 

Nj 117 

93. Qualora poi la data frazione continua fosse periodica , e il ritorno del pe- 
riodo si manilestasse dopo , in modo che si avesse 

Pk— 1 

9' 


« _9'_ 71 è chiaro che potrà farsi x= 


p.- 


?■ 


Jlr—l 


V> 


/'*—!-+- —, *7» 

pi-h — 
P>-h ec. 


<lk— t 

Pk—,+* 


frazione che sotto questa ultima forma divien finito , e potrà quindi aversene il valore 

M 

da quello «li ^ f (92), ponendovi qfj=x, p^=l. Avremo in tal caso J = x = 



— — , d’ onde x' N* a -t-x(N t M t a ) =M^ ,, equazione che 

i+ x ^k — a 

risoluta farà conoscere X. die se una parte della frazione fosse fuori di periodo , 
come per esempio se avessimo x= — — « 7 , , si cercherà separatamente 

/),-+- ec. 

e quindi si sostitnirà in luogo della parte periodica il suo valore, espresso in for- 
ma di rollo ordinario, e si ridurrà così la frazione in forma finita, come si vede 
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nell'esempio seguente. Frattanto è da osservarsi che la ricerca del valore di una fra. 

«ione continua, o tutta oin parte periodica, porta sempre ad un’ equazione di secon- 
do grado. 

Esempio. Abbiasi * 1 { .Considerate primiera ni en- 

3 + TT-L_ 

3-1- <*• 

iurte periodica, e prendendo a sommarla separatamente dal resto, osserveremo 
che il periodo termina dopo il secondo quoziente. Saia dunque 1 — 1=2,... 

— 2 — « *• * omra '' verrà data dall’ equazione x*N,+x(N,— M,)=Ms . 

Frattanto poiché? , = q, — l, p , = 2,p, = 3,saràM, = 1, M, = 3, N, = 2, N,=7. 

— 3 ±y<r, 

m, t valore che sostituito in luogo della 


dunque 2x*-(-6x = 3, ed x= 3 — ^ 


parte periodica nella frazione date, escludendo il segno inferiore chequi sisibilmen- 

, , 2 

le non la uogo, la ridurrà ad x= | _ ^ ^ |/fj frazione continua iini- 

4 2 * 

». Per sommarla, abbiamo q, = 2, q, = l, ? 3= r_H- j/l5 j p, = 3,p,= 4 , . 
Fi=2j e quindiM,=2, M,=8,Mj = H-t-2 y 1 j j N, = 3, N, = 13, Ni = 23-f- 

q | / 1 k . Af i Mj i 4 — 2 \ 5 

J r j, a onde x = — = — . — -- ossia moltiplicando sopra e sotto per 

N 3 23 + 3j/t5 

^ affine di render razionale il denominatore, x= 

197 

5M. Ritornando al caso generale, si moltiplichi per ,, il valore di Nj , e 

per N’j — quello di , c quindi si sottragga il secondo dal primo prodotto. Sarà 

Ma dai superiori valori di M,,M,, N,,N. (92) si ha M, N,— M, N,=?.?. , 
dunque fatto successivamente fc=j , =, , ==, ec. avremo : 

M,Nj — MiN. =?i(M,N, — MtNa) = —?,?,?, 

M,N, - M ,Ni =? 4 (M 5 N,— M,N 3 ) =-t-?.? 1 ? 3 ?t 
M 4 N 5 — M 5 N 4 = ?i(M 4 Ni — M iN,) = — 
e in generale — M l _ 4 .iNl=-*-'/,i 7 iz;i .... , preso il segno superiore 

<]uaudo k è impari. 

95. Di qui si deduce facilmente 9k +* uv c fallo sue- 

N - N k N *+, 


_• . , , „ , , M, Mi </i<7, Mv M, (li q t OS 

eessivamente 1=1, =2, =3 er. s avrà — = t_L, — = 

’ N a N, NiN. Ns N, N.N) 

M, _Ms q,q,qiq k ...... . 

^ ec. costituendo perciò gli nm negli altri questi valori, ed oa- 

. , . Mi. o, 17 , 17 , q. q, in 

servando clic 31 « i , troveremo in generr 1 '’ — — ** — -- -* 


N* 


NÌ N.NÌ N, N; 
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<7i 0s <73 *74 

pj ^ f- «■ formula die «volge in serie U date fraziona contìnua. (91.2*.) 

96. Con questa può all’opposto ridurti in frazione continua una serie x=a—b 

-f-c — ef-f-e — ec.(91.3°.). Infatti confrontando! termini si trova q,^=a N,, < 7 ,= 

' a 

cNs tfN. eNs j, 

v = ÌÌT ' ’ 95 = dTh ,ecicio>! *■=*■.»•= - 0>,N.d- 7 ,),<P= 

ÌT. (^N,-4-q 4 N.),<7 5= ='^-(^5N4H-q’ 5 Ni),ec.;d’ 


onde di nuovo q t ^=ap, , q,z 


bp, N, 


cpsN, 


d N, 

_ d Pi N 3 


cpjN* 


a-b‘ q ' N.(A-c)’ 7 ‘ N,(c-rf)’ ?S -N,(rf_e) 
«c. Eguagliando questi nuovi ai primitivi valori di q,, 7 , , , ec. troveremo N, =p, 

j\ a ap . Ni bpi N4 cpt 

f 1 ec. che sostituiti negli ultimi valori di q,, 

bp, p. 


Ni a— 6 N, 5—c’Nj 

7., q\ ,ec. danno finalmente qi^ap,, q 
bdpspi _ eepipt 


a—b ’ 


acp,p\ 

q '~~ (a—4) (A — e) ’ 


(A— c) (c— ,/)' 95 ( c _rf) (rf— e) * ' 

Quanto a , p 3 , ec. rimangono arbitrari! , « potranno determinarsi in 
mcxlo che eji , q 9 , 93 , ec. risultino interi ; per il che wa, cc. sono interi, f»- 
remo p t = { f p a z=a — b y pi = b — c ì p^z=zc — d f pszz=d — e, ec, nel qual caso sari 
f ì t - = - a y ^ i== ^j qi=zac t q^zzzbd, qi-zxct, ec.j e per la frazione continua cercata 
x= a 


<+ 


b- . c— 4 — 


bd 


d—e- f-ec. 

97 .Ma sei termini «Iella seri e sor» fr.tzion.irj, come per esempio se avessimo ar=s 

s- 4+ 4->-.-au—a*.^=e. 


d'rp-. 


(b—n)(c—b) 


Jd—v)(e—d) ’ e °’ ed *" cmmo •. 


_ _ C >V’< 

71 (c — b)(d—c)’ q> ~ 

==c Pl—d — c,p i= =ze — d, ec; d’onde q,= {, q, = a', qi=b', 74 = 0 ’, 7 s 

, t 

ss a*, ec . 0 jr= a* 

«-f-r A* 

b — a - 4 — e . 

c_A+_JL_ d‘ 
d-c-¥- 


e—d-\- ec. 

Abbiasi per esempio x= * ^ — 4 - — 

ritmo iperbolico tU -' Sari xsi E 2 = 1 




9 

1+ TT 


, valore noto del Loga- 


f 6 


I-+- ac. 
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Sia x=^<. - — 1 - -i— - 4 - ec. valore di ~ ottava parte della circuuferen- 

3 5 7 4 

M, Sarà x=~-=z -- — 4 ,e rovesciando 4 = 1 + 1 . 9_ 

^ * 25 o ""^-SrJL, 

2 + ~~ — 49 2 - 4 -ec. 

2+7c. 

espressione che Brouneker propose il primo per la quadratura del Circolo. 

„„ ,, , , 14 4 1 , p, 

98 Ma sia la seriexs= — • -, — -v—, -i- ec., 6i troverà q,z= ~. o, — 

a ab abc abeti 'a ' 

p,p, bp,p\ c/’VM dptpt 

,,1.7' = (é _ , )(e — ) * = ( X7)(^77)’ ec; e faUo /'■=«> 

P> — 1 — 1 ,p\z=-c — 4, pK~d — \,pi=te — 4, ec. sarà p i = = = 

ps;=t/,e c, edxi^r 4 


4—4-4- 


-4-h 


d — 4-4- ec. 


Cosi se abbiasi xe=-^ 2^ *”73*4 — ec ’ nul ° VI, l 0, ' e die—', troveremo 

*S=e — ' — 4 j , e rovesciando e = 2 - 4 - 2 

^ ET 5 

3-4 4-| 

4+ ec, 3-4- ec. 


99. Ma abbiasi 1’ espressione piil composta X=z 
a a * «* 

4 -4- — 7 + 


x-4-4 2 (x-4-4)(i-4-2) 2.3 (i-M)(x- 4-2 ) (x+3) 

v 

■4- ec. 


a a’ a 

{ + " + 2x(x-H) + 2l7(774)(x-4-2) 


per cui il meto- 


do precedente non sarebbe direttamente applicabile. Poiché le due serie sono Illu- 
sioni allatto omogenee l’una dir:, l’altra di x-4-< , chiamo dunque quella p.(x) , 

questa p(x-M J. Sottratta l’ una daU’ altra hop(x)_p(x-4- I )= --—- X 


4 -+- 


X-t-2 2(x-4-2)(x-4-3) 2.3(x-4-2)(,r-4-3X x + 0 


-ec. t , ossia 


— n>(x-4-2), attesa la palese omogeneità della nuova 


p(x)-p(x+4)- + 0 

X 

serie con le due prime. Divido per p (x-4-4), moltiplico per -, trasporto ed ot- 
*?(*) p(x-4-2) 


tengo 


«p(x- 4-4) (x -i- 4 ) p (x -t- 1) « 

<ip(x-t-2) 


* P ap(x--M) ... . 

, ra — - — (a:),© in con-. 


tegitenia, permutalo x in jp-+- i t 


(x-4-4)p(x-4-4) 

4 

sii valori peli’ equazione precedente ottengo y — - 


^ ( jr Ì J , e introdotti que-* 


- r ( x-4- »)-4 , d’ onda 

« 
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ò (x) = - ; ; . Dunque altresì d/(x-t-1) = — — — , 

' *4-'K*-M) H rK x+i-i-6(x-hU) 

d, ( *4- 2 ) — , ec. valori che introdotti gli uuj negli altri «Unno 

*4-2 4-ip(.r4-3) 


tf»(x)== 


«p(*4-l) aX a 


d’onde X—. 


x x-\ ; ~ « 

*-t-M rrr-r « 

*4-2 H — — — 

*-+-34- ec. 


*4- t 4- 


*4-24- 


*4-34- ec. 


1 00. Per far qualche utile applicazione di questa formula si ponga x~ — .esucces* 

sivamcnle4a = — - z’. Introdotti questi valori nelle due date serie, la prima e su- 

, 4a 4 6 a* 64 a 5 

periore si cangera lacilmeute in 1 4 4- - — 4 4* ec.is: 

2.3 2-3.4 .5 2.3.4..7 

z* s* z° senz . 4(i 

4 i 1- v — 4- ec.= r— : e la seconda in 4 4" — ' 4* 

2.3 2. 3.4.5 2.3.».., 7 a 2 


46n* 64«’ i* 

■ 4- 1 4 ec.— 4 — , i 

2-3.4 2 -3. -6 2 


a* a" c ■ 

. 4- ec. s= cosi- .vara 

2.3.4 2,3. ..6 


dunque nel nostro caso 


rena tanfi z 


. Di qui, e dalla trovala (raaion con- 


tinua, sostituiti i valori clic sopra, prima di x , poi (li 4 a, avremo 


t— 2* 

3- — 


7 -4- cc. 


404. La forma che abbiamo data in principio (94) alla frazione continua è ge- 
nerale. Ordinariamente però queste trazioni si presentano in aspetto più sem- 
plice, cioè con tutti i douo minatori p positivi, e con tutti i numeratori q positivi 
f?d eguali all* unità} od anzi, siccome abbiamo già veduto (59), di questa ultima spe- 
cie sono appunto quelli che s’incontrano allorché si vuol ridurrein frazione continua 

un rotto proprio (91.4°.), In questo caso particolare la loro Teoria offre non poche 

Delle particolarità, che molto importa far conoscere, 

+ 02. Primieramente « visibile che nel nostro caso abbiamo 

M, = 4 N, 

M, =p, SI, N,=/>,N.-H 

M, =y»j M,4-M, Ni — 4-N, 

M, — pi, Mi4-M, Nj — /»^Ni4-N. 


^*4 — /’t® i t _,4-Af j._ a N 4— JU 1 * 1 4— a 

d’ onde intanto apparisce che i valori di Mi , M, , Mi , ec; N, , N,, Nv, ec. sono 
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m eressi vilmente, e rispetti veniente gli uni maggiori degli altri, « ciascun* M mi- 
nore dell’ N corrispondente. 

403. In secondo luogo, poiché abbiamo trovato in generale (94) Mji \\ j . , 

M Nj = ^i 7 i < 7,17» , . 9j.^_i,sarà dunque per noi | . IVjp^-s-l , 

ove il segno di sopra ha lungo per k impari , l'altro per k pari. Di qui facilmente 


> 1 , 


M-* H 


. M. M, Ma 


fi], N i 


NjtN • e P erci;> <0 - * roUi , ec. per i quali k « al- 


ternati vameute impari e pari, presi consecutivamente nel loro ordine progressivo, 
sono a vicenda maggiori e minori gli uni degli altri, in modo che tutti quelli con 
l’indice i mpari superano il loro antecedente e il loro susseguente, seguendo l’oppo- 
sto per quelli d’ indice pari ; 2“ la differenza espressa in generale da ±: — 1 


va per altro sempre diminuendo al crescer di k , poiché con k crescono N t ed 

1 1 

M .cioè la differen- 




4 


(102) ; 3°. siccome sarà 

r . . . . Ml Mls., 

aa Ira due rotti consecutivi — I , — è 

**lr+‘ 

que altro rotto — il cui valore sin intermedio fra quelli di T *«d— ~ avrà il 


sempre minore di — ;4°. qnalnn- 




-V 


11 
ersi 


•uo denominatore « maggiore di N^.. , e molto più di N*. Infatti dovendo av 
M* m Mj. Ml 4., . M,. m \ 

K * n < pt 4 * n,~* “ r * N k * 7 t < ìv^: - e , ' uia,l, '* > **+• < » y h 

mS k ), onde a più forte ragione n > N^., 5°. tutti questi rotti saranno irriduci- 
bili, poiché se ed N k avessero un fattore comune D , lutto il primo meinbvo 
deU’ equazione M fc N i+I _ NiM^.s+l sarebbe multiplo di D , né potrebbe 
essere eguale all’ unità , che costituisce sola il secondo membro. 

104. E’ osservabile clic tutte queste proprietà spettano ancora ai rotti .le si ot- 
terrebbero dall’ espressione ponendovi perii l’unita e quindi i suc- 

eessivi numeri interi. Infatti se con 
31 “1 — (/i — f~ I ) | . 

questi rotti, ~r~T7 — TTT sarà il suo susseguente, e sottraendo Po io dall’al- 


si rappresenti uno qualunque ili 


J hrK'H-<)N t 4.. 


Irò avremo per differenza 


4 


Nsj., M 




(N* + «NM-)(«»rH (»-+-<)«*+.) 


(N t -t-iiN w .,)(N*+(i»-+-‘l )N~) ’ che e ’* en<l ° delU »«•«»' m» ‘««ma di quella 

, , . M* Mh., 

dei due rolli — , - — - da luogo ai medesimi raziocini, e quindi alle medesime 

•(inseguente. Se non che la variazione di n non portando quella di A, questi rotti sa- 
ranno lutti costantemente maggiori o minori gli uni degli altri, secoiidoehc * sarà 
pari o impari, « non a vicenda or minori or maggiori come i primitivi. (105.1.°) 
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<05. Poiché ilmctoilo con cui abbiamo ridotto in (razione continua il rotto 


« 

H 


è identico» quello col quale se ne cerca il massimo commi divisore (50), cosi chia- 
mali Il , , /?,, Ri .. . R k i resti successivi, avremo visibilmente (.12) A = ... 

P< B -\~Rt , B —px Rt-^r Rx , Ri —pi Ri •+• Ri , Rx — P\ Ri -1- Ri, ec, e in ge- 
nerale R k —p k ^.. 1 R k .y , -+-./ty_(. a .Di qui c dai valori trovati di Mi, M,, Mi ec, 
Ni , N, , Ni ec. (!U2) agevolmente si dedurrà 
R, = A — p, B = M,A — Nili 

R,=B-p,R,=iB-pxyi,A+p,H,»=-p À M,A+(j>,H.-H)B=—M,A+n,B 

Ri=R,—,n Rx=U, A—S, /? -hpi M, A— pi N, B = (pi M, -f- M. ) A— 

(piN,4-N.) B=zM>A— Ni# 

R\ — - Rx ~ pi Ri — — Mi A -1- N> B — pi Mi A -+- pi Ni B — 

— (P(M) +M,) A -4- (/»< Ni N.) B = — Mi A -+- N« Bj e in generale 

R t =-+ 2 Ìll' A^'N k B\ preso il segno supcriore per k impari. 


106 


Ml B Ri . , ... M t . 

. Du nque — = — — v ; d’ onde si vede. 1 che i rotti -- — sono a 

N t A~ AK k N* 


B 


vicenda maggiori o minori del dato — - , secondoché A èimpari o pari (I01)j2" che 

tanto meno ne differiscono , quanto più va elevandosi k ; poiché col crescere di k 
scema R k (58), cresce (< 02), e diminuisce quindi per doppio titolo la dilleren 

za ■ ^ ^ ; proprietà osservabile, per la quale questi rotti hanno avuto il nome di 

com'ergenti , c che dà campo di cangiare un rotto in altri idonei a rappresentarne 
il valore nel modo il più semplice, e nel tempo stesso il più approssimalo.. 1” che 


Me 


B 


da - r=— . 


R„ 


A A Hi 


tenendosi nel caso di li pari 


k-t-. 


Bl 


k+* 


A — A.s. 


■ ,si a- 


t-4-a 


i sottraendo—^ = -a ( — e poiché in virtù della secon- 

di* Hik + n -A\K k N k+ .J’ 


da osservazione il coefficiente di è sempre positivo, perciò le (razioni — ~~ 


B 


convergendo verso —j , convergono nel tempo stesso e con le medesime leggi ver- 

Jj 

so qualunque delle frazioni susseguenti} ondeconie — è compreso fra duequaluu pie 

convergenti consecutive, cosi ogni convergente è compresa Ira due qualunque cou- 
veigenti consecutive tra quelle che la precedono. 

M, M, , 

<07. Se frattanto i rotti — , - — , ec. si dispongono alternalivameulc nelle due 

Ni N» 


. M, Mi M 5 M, M* liti „ , ... .. . . 

«ne jj- , — , ^ . ec., — , ,ec, l’una con tulli gl indici unpa- 

T. I. 
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ri, l’ altra con tutti gl’indici pari, ilei-mini della prima taraimolulti maggiori, quel- 
li della seconda tutti minori del rotto dato; e attesa la dimostrata convergenza dei 
loro valori verso quello del rotto dato , la prima serie sarà decrescente , la seconda 
crescente. Tanto poi l’ una che l’ altra potranno maggiormente ampliarsi e compie* 

, Mi . 

tarsi, se fra i loro termini consecutivi, rappresentati in generale da — , — — , in- 

1N* Nfr-M 

terpoliamo tutti quei rotti che potremo della forma — — — ■ , di cni abhia- 

Dio sopra parlato (404)* Quanto al numero die possibile sarà d* inserirne tra termino 
e termine, èchiaro che non dovrà esser maggiore di Pfr+% — Infatti facendo 

Mt, , .11 M i. »l jLa 

fi ha il rotto , e facendo + 9 si cade nel roUo — - =; 

^ 3 (92} consecutivo di — * • E siccome quei rotti sono successivamente o tut* 

M t+ . ' 

M 

ti minori, o tutti maggiori gli uni degli altri e di , secondo clic A sarà impacio 

pari, perciò non toglieranno alle due serie, con la loro intromissione, la qualità il! 
decrescenti o di crescenti , e di convergenti verso il ratto dato, 

108. Fin qui abbiamo supposto proprio il rotto (iato ; che se fosse improprio, 

• rappresentato perciò da — , facilmente vedremo: 1°. che lo sviluppo del nuova 

rotto in frazione continua è p,-\ _J , ove/», rappresenta il numero degl’ 

P'+ pì + ec 

A N 

interi contenuti In — r- J 2". che da /? ( < 01) tvaendnsi — - — 

B :U Jr 

AB A M*. 

„ *. le convergenti verso il rotto -j- non saranno pm rapprescnlalc da . 

B BU k B -V 

N , A 

ma da — , ed al solita si accosteranno tanto piu ad -* quanto A è maggiore; .1°. 

M t 

il rotto— supererà tutte le convergenti con indice impari, e sarà superato da quelle 

N. Ni . N, N v 

conindice pari; 4” la sene — , ^ ec. saia crescente, e la serie — , ^ 

ec. sarà decrescente, 1’ una e l’altra convergendo verso— ^ ; 5". che da 

M* + ,N*=si: 1(103) traendo., A - , ciascun rotu, con 

k impari sarà minore del suo susseguente e del suo antecedente, l’opposto seguen- 
do di quelli con A pari, 

109. A quanto si è detlofin’ora non sarà inutile aggiungere le seguenti osserva- 

siqni. 1’ L’equazione (105) -f- -a-Ns/1 dando luogo all’altra _g, = 
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A-^y^i B; se da queste si elimina fì y poi A, otterremo (103) le due 
A =s Njn-' > ^ == ^k+ l ^ ^JH* 1 » cliedidw l'ima per Talli* 

B M^4 .i R k -4- M* Rk+i A ^4,1 . . 

A Rfr B M^_j B k _^ t 

di cui faremo grand* uso. Ed intanto si osserverà, che se sia T ultimo dei resti 

B >J ^ jyj 

cflcttivi , talché si abbia Ry | i=0 (58) , sarà — = ~~~~ — * ~ »rof* 

lo irriducibile (103.5°.): con che viene per altra e piu chiara via a dimostrarsi che 


il resto finale precedente al resto zero, è il massimo comun divisore del rotto 

(58) .Potrà ancora osservarsi che | i z=zA , ,i , cioè il prodotto «li B per 

l'ultima N eguaglia quello di A per l'ultima M. Che se — sia irriducibile, c 

si 

perciò R^— I (S8), l* equazione richiamala in principio darsi -t- 1 -Ms. - i — fi. 

R R 

II*. Fallo i superiori valori di R k , R).^-i daranno peri 

ASl 


. M L II , ivifr_»_. j> , , . - . , . , , . 

pan — =s il, — =c — -+- di ; o poiché a >«, , aara diimjuc 


AS L 

B 




N t 


'1+' 


71 

7l 


% 

N 


k+l. 


R MiMj+i B> 

<■ (- </ etl in conseguenza < •a’ , c a piu (orlo ragione . , 

A N^N^i A * 


<" — . Medesimamente latto — = tfi, dagli «tessi 


/J. 








Ai 


BMu 


mi. 


. , Ns A - -e/ 

valori si avrà per k impari — - = — -5, = — _ H- Oi , d onde, ragio- 


nando 

B 


M, Ji Mjh-, B 

NfrN^+a . Ai 




e operando come sopra, si trarrà < — , e quindi — • 

b- W+, 

-- . Dunque il prodotto di due convergenti consecutive - 7 1 è minore 

A 3 N* 

o maggiore del quadralo di secondo che A è pari o impari. Seguirà poi tutto 


l'opposto relativamente ad . Da ciò è facile inoltre concludere che I' espres- 
sione A‘M k M k+l -+- W’N' t Nj, +I , presi i segni di sopra per A impari, sarà 

sempre positiva. Con facilità anche maggiore si troverà che è parimente sempre po- 

N 

sitiva l’espressione ;+; (B Nj. .+.,)■ sol che si osservi, che -- * ■ *" ' ■ è 

yf 

maggiore di — - con k impari, minore con k pari (108. 3*.). 
li 
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HI. Sostituito in ^ = ^Jk.(t08)il valore di £ =/»■ + £ M| 

(105.102), avremo —p,-\- ^ ; e potrà osservarsi 1”. die essendo 

Ml /fidi 

— L.I+: — ~ quantità sempre positiva (406.2°.) , gli interi contenuti nelle con- 

BMi 

N A. 

vergenti -~aoa potranno esser minori di quelli contenuti nel lotto — ; 2°. che 

R, li, I , ^ 

dal valor di if(l09.I“.)traendosi — ’ * ‘“PP 0 * 10 * > 2 avcn * 

dosi È<7là, ’ in que *’ ipoU!SÌ per co “ e S“ en * 

za minore dell’ unità; laonde latte le predette convergenti, dalla seconda in poi^ 

non potranno contenere più che gli interi p, contenuti in — . Quanto poi alla 

convergente seconda , questa nel solo caso di p^z=i , che dà M,= 1, conterrà 
un’ unità di più che l’ intero p,. Escluso questo unico caso , potremo stabilire in 

. A , , 

generale che le convergenti verso il rotto improprio — contengono, ne pinne meno, 

A B , N t — p.M k 

gli stessi interi p , contenuti in — . Spogliale di questi e ridotte ad — — — 

A—p,B 

convergeranno, conte e evidente, verso il rotto proprio ^ ■ ■ 

N N 

IV. Avendosi (102) Ni = py Nj, , -1- Nj. a , sarà — — —Pk~^~ — ~ > e 

N*_. N*_, 

inoltre — Plr —2 + , ecj d’ onde age- 


volmente 


N*_ a 
. N*-. 


N*_ a n*_ 3 


N 1 

— * T i.» ss 7 r ^ . y ^ raz ione continua cou gli stessi quozien- 

N. Pk~T~ r * 

Pk— 1+- 


Pk— 2+ eC 


ti di quella nella quale si svolge il rotto - — , ma in ordine retrogrado. Quindi se 

A 

avvenga che i quozienti di— procedano in ordine simmetrico, cioè che da quel- 

lo o quelli di mezzo in poi ritornino retrocedendo gli stessi , come vedesi nella 

frazione — - — 1 , cosicché sia una cosa stessa o prendergli diret- 

2H 1 

H 1 

J+ ~l 

temente dal primo all’ ultimo, o inversamente dall’ultimo al primo ; chiaro sarà 
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che in tal caso, qualora— sia r ultima convergente eli—, avremo — " =: — — , e 

n k A N t N* 

quindi x =M^ . Come all’opposto se abbiasi ml = M^, cioè il denomi- 

natore di una convergente eguale al numeratore di quella che segue, la serie dei 

quozienti, dal suo principio fino a quello che corrisponde alla convergente ,sa- 

N * 

rà simmetrica. 

HO. Ma per venire ormai a qualche applicazione proponiamoci il rotto 

e vogliasi cangiarlo in altro di più comoda forma, conservandone quanto è possi- 
bile il valore. Operando a norma del prescritto metodo (58) si avranno i quozien- 
ti /), = !, p> = l, /n = 5, pi = 4, p s =2, />S = 5, /), Z=l,ps = l,/J 9 = 5;e quin- 
di i valori Mi =1, Mi= 1, Mi = 6, M* = 25, Mi= 56, Me =305,M 7 =: 361, 
Ms = 666,M 9 = 3691; e N,=l, N,s= 2, Ni = H, N»= 46, N 5 = 103, Ns=561, 
N- = 664, Ns — 1225, N 9 = 6789. Da questi si avrà dunque la serie dei rotti. 

1 1 6 25 56 305 361 666 5691 

“ ’ 2~ ’ Tl ’ 46 ’ ioT ’ "561 ’ 664* ’ 025 ’ 678ÌT '* SO, ° ult,m0 llei < l" a ' 
li è, come dev’ essere (92), eguale in valore al rotto proposto; gli altri, come è fa- 
cile verificare, ne sono a vicenda or più grandi, or più piccoli , ma con differenze 
sempre minori, e sono poi tali clic effettivamente niun altro rotto il quale non sia 
mcn semplice, potrà piùdi questi approssimarsi alrotto dato (103). Lasericdei decre. 
1 6 56 361 3691 

1 ’ 11 103 664 6789 r r ’ r ’ ’ 

2 3 

p 9 = 5, potremo interpolare fra il primoe il secondo4 rotti (107) , cioè — , — , 

3 5 

4 5 31 

— , — : uno tra il 2". e il 3". che sarà — : nessuno fra il 3°. e il 4°. ; e fra il 
7 9 57 

, „ .1027 1693 2359 3025 

4°. c il 5°. quattro, cioè > > • , . Onde la serie decrescente 

1889 3114 4339 556 4 

_ ,1 2 3 4 5 6 31 56 361 1027 1693 

completa diverrà — — . — ■ — — , — . , . . — , 

1 ’ 3 ’ 5 7 ’ 9 ’ 11 57 103 564 ’ 1889 ’ 3114 

2359 302.5 3691 ' ... 

, — — • , - . Nel modo stesso potrà trovarsi la serie crescente. 

4339 5564 ’ 6789 r 

sSi abbia il rotto decimale 3,1 41 59, die, siccome è noto, rappresenta prossi- 
mamente il rapporto delia circonferenza al diametro, e si voglia con le stesse con- 
dizioni di sopra , trovarne dei valori approssimati in forma di rotto ordinario. 

. B A 

Siccome il dato rotto è improprio sarà rappresentato non già da ~ , ma da — 


(108), eie richieste approssimazioni da ~ . Avremo intanto ^.=3, />a = 7. 
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pi = 4 5, /> 4 = 4, />s = 25, y»c= 4, /»,=«, />»=4; M. = ),M, = 7 , Mt=406 
M 4 = 4)3, M» = 2 931 , Me =3041, M, =24239, M, = 400000;N, =3, N.=22, 
Ni = 333, N<= 335, Ns= 9208, Ne= 9563, N, =76)49, N. = 344)59. E di 


qui per i valori cercati: —• 


22 333 355 9208 9563 76449 


, U secondo 


7 ’ 406 * 4 43 ’ 2934 ’ 3044 9 24239 ! 
dei quali corrisponde a quello di Arcliitnede, il quarto a quello di Mezio. 

4 4 4 . Ma vogliasi per ultimo cangiare in frazion continua la quantità irrazio- 
nale 1 (94.4°.). Tutto si ridurrà a trovare il modo di avere innumeri interi j 

t /i 

quozienti p t , />•, p-\ % ec. Posto = — = — , sarà A = j//, /? =4 , e gl’inte* 

4 B 

ri contenuti in f//, daranno subito ilquoziente ^.Quanto a p t) die deve nascere dal- 
la divisione di B per il resto /?, (58) , è chiaro che non potrà aversi senza che 
sia determinato B il quale d* altronde equivalendo alla parte frazionaria di \ l 
non è esattamente assegnabile. Ma se si osservi che si ha in generale (405) /?,= 

B 4 

A —p,By potremo, sostituendo porre R t — J//— jz, • sarà dunque — - 

b, yi—p x 

rotto, die quantunque proprio in apparenza, è per altro improprio, poiché J // p t 

non contiene che decimali; ma dal quale non posso ancora aver p 3 , se non ne tra- 
sformo in quantità razionale il denominatore , il che ottengo agevolmente col me- 
todo altrove tenuto (93) , moltiplicando cioè sopra e sotto per \Zl^p x » Ho allo* 
B 1 //- 4 -®, 

ra -j — , e fatto l—p x * z=za f a\ròp 2 dividendo per a la somma di p t 

e degli interi contentili in J/7. Nel modo medesimo otterrò da -^1 il quoziente 

pi , e quanto al resto R 2 lo dedurrò, nel modo tenuto per/? x , dall’ equazione R 2 ar 

B — p 2 B j (405) ponendovi B = \/l-+- p t ed R x z=za. Sarà dunque ^ -=p 2 ~^ 

Vl-Y-p , — «P a „ . . B. a 

_ -J 1 — . INelIa maniera stessa da - = — — ■ ■ — . — dopo a* 

a R u 

v.rne reso razionale mediante l’usalo artifizio il denominatore, otterrò il quoziente 
f>^ e il nuovo resto R.^, e rosi avrò successivamente gli altri quozienti e gli altri 
resti. Ecco il tipo di tutta l’operazione per il raso di /=)9 


A 


)/i9 

1/49—4 

4 1- . . 


1 i 


11 4 

. a . . pi * 

H 

4 

f/49 + 4 

„ V\9-l 

n. — *2 

R.~ 

' 49—4 

3 

+ 3 

. . a . pi— A 

R, 

3 

J/49-+-2 

1/49—3 

= 4 -+- i— . . . . 

.... pi = 4 

R, 

y )9 — 2 

5 

5 

R, 

5 

j/ 494-3 

— 3 , 4 /<9 “ 3 


Ri~ 

3 ' 

2 

-3 1 2 - - • - 


Ri 

2 

j/49 + 3 

1/ 49 — 2 

— 4 -f- r — 

. , , . /»,== 4 

Ri' 

"j/49— J~ 

5 
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*4 


_ y < 9+2 


Ri yt9—2 3 

Ri_ 3 ^19-1-4 


= 8 -+ 


! V'9-4 

3 

\ 49—4 


• p«=2 
. p 7 =8 


Ufi ^ 49—4 

eJ a questo punto osserverò che, come al secondo quoziente, deve qui dividerti 
1 per y 19—4 ; dunque avrò di nuovo U quoziente 4, ed il medesimo resto, ed i 
successivi quozienti torneranno come i precedenti. Le frazione cercata sarà perciò 
periodica (93) e quindi interminabile, ed avremo 

y 4 9=4—1— * 



4-1- ec. • : v. 

T . . 9 43 48 61 470 4424. 3Q42 4433 

Le convergenti saranno 4, — > — » — , — , . . , , , — 

/ 2 3 41 14 39 326 691 1017 

412, Del resto il ritorno dei quozienti ed il progresso in infinito delle fra- 
zioni convergenti cfce ue derivano, s’incontra qualunque siasi |// purché irrazio- 
nale. Infatti é chiaro in primo luogo che il modo tenuto dà razionati tutti i quo- 
zienti, e quindi tutte le convergerci^ Ora se queste fossero limitale di numero 

e terminassero con si avrebbe (92) ~-=^y l , cioè una quantità razionale 

eguale ad una irrazionale, il. che è assurdo. 

' ‘ R li 

4 43. In secondo luogo sieno ~ — -, due consecutivi quozienti comple- 

Kl . R k 


li (30), e ti eguagli l’uno a ■ — *, l’altro a secondo la forma che ciascuno 

• °i é t4-i' 

, . ff D 

prende in virtù della proposta operazione (HI). Poiché (105) y— - S t=P*H — , 

. «le— , -K*—, 

, \ hi I T 

9ara — I — Pt I . 1 — — : d’onde riduccndo ed eguagliando a parte le quantità 

"k V 

irrazionali e le razionali, avremo I.* <**-+-, =Ppòp — r?p , II.* Vt-H— (a i+( )*. 
luollre dal valor generico di — (109.1.*), cangialo A. in J/if, B in 1 e k in k — 2, 


si trae yl j ( y l+a k ) | =(J / ^-t-n t )N t _ l +ò i N i _ ;J : d’onde, 

operando come sopra, avremo III.* ,, IV.* ,-+- 

3 — dalle qual ijOssewando che — N t a Mj, ,=44(103), 

otterremo A*=^:(N*_ I )‘ =f ^;Mj t ',)* : dal 

che intanto si ha che a k e i k sono interi e di più positivi (109. n.*). Da ciò e 
dalla II.* segue 4." che deve aversi /rj_p,<J/ 1, e qniudr»^, non mai maggiore 
degli interi p, contenuti in conseguenza che visibilmente si estende anche 

T. I. ^ * 


56 

ad a k : e poiché la I.* dà a l r 4-i~^ a k z= ^kT’t > Mr ‘' dunque l.° b l f> k <^2f/f, ed a più 
forte ragione Ora se il numero dei quozienti completi non ha limite 

alcuno(H2)^neutt < e lo hanno i calori di a k e i t ,lien ai vede che, o prima o poi, 
un qualche quoziente completo deve tornare a contenere uno stesso a k combinato 
con ono steaso b k , il che dà luogo »l periodo. ' • 

i t4.LalV.*(<l3)dà^= , =« i +^±=- a : epoicbè %=±>p, (<09. 111.), 

' ™i_r i N k~-i 

*■ t 


dunque p.^a t -f- * ed a più forte ragione P<^o k -k-b k , per essere — 2 

i ; ™*_, 

rotto proprio (102). Inoltre si rappresenti con una qualunque delle a Comunque 
differente da a k . Poiché a^^p, o al più eguale a p, (H3), Sarà 
come del pari a^a^-k-b^. Di qui £*>«h-.— i « nc * 
caso che b k e b k | _ abbiano lo steaso valore, b k ^a k ^ t ’Jia k ; e quindi nell'islessa 

ipotesi — — rotto proprio Questa osservazione ci conduce a stabilire il loogo 

della nascita del periodo, cbe per facilitare il discorso, supporremo di n termini. 

• * ' • • ^ J-hat. ♦ 

415. Sia infatti — _ — : l’ultimo quoziente completo fuori dì periodo; 




°M-i 


quello cbe Immediatamente lqpsegoe, e cbe duuqne è primo del 


periodo: sarà 


-1 V / ^’+" a ir-r-« 




l'ultimo del periodo, dopo il quale torna 


Yh-ì±Ji. 

*H-» ’ 


e <|i ciascuna di queste due coppie dovrà verificarsi quanto sopra ti i dimo- 
strato (f<3) per una coppia qualunque di quozienti completi successivi. Or la 
prima ha dato(ivi l.*e II.*) f .* a k ^ jZ^:p k b k — 2." bfb k \ ,=/ — (<r 4 ,_ + _ I )*; e l’ul- 
tima che non differisce dall’altra se non per- il cambiamento di a k , b k in a k _^ M , 
b k , . il die porta altresì quello di p k in p k +_,, darà 3 * a k ! .,==p k , J > k , 
o t [ 4.* b k | t b k ! f — fflfr ! ,YV Or la 2.*’ e 4.* danno immediatamente 


à* , « lo I .* « 3.* donno p k ‘ j g gyfr-t» 


“fcfcjZf*. 


ma 0 p^ tono in- 


teri, e ■ * ^ * — —è una frazione (114), dunque affinché l’ultima equazione sus- 

**. I • 

sista, la frazione deve annullarsi da se medesima, cioè oltre b k _^ M =b k , deve aversi 
ancora a k _ k _ n —a k : laoude tutto intero l’ultimo quoziente completo del periodo 
eguaglia quello che abbiam supposto precederne la nascita. Dunque anche questo 
è in periodo; e con lo stesso raziocinio si proverebbe che lo è il suo precedente, 
«Some pure tutti gli anteriori finché mantengono la stessa forma, cioè fino al quo» 

ziente — (HH), dal quale avrà dunque principiò il periodo. E come da questo 
al» » i 

nasce il quoziente semplice p„ è chiaro dunque che da p, dovrà aver principio 

il periodo dei quozienti semplici e non da pi , che dunque ne resterà seni- 
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pre escluso; come da 4, e non da 4,, di sua natura eguale ad I, comincierà 
quello dei b. 

<t6. Ma passiamo a rilevare altre osservabili particolarità. Se, ripresa la Tela- 

zione (4 4 3) -- — -=pp- f- ,, * ■ - fra i coosecuti vi quozienti completi * — 1 

"*-i **_, / dì* » 

si supponga che il primo rappresenti l’ultimo del periodo, sarà altresì p k l’ultimo 
dei quozienti particolari, e l'altro quoziente completo corrisponderà al primo del 

periodo seguente e sarà dunque eguale ad ■■ (III); e fallò come sopra (4(3) 






*k— i 


—Pk~^~V^ — P‘ • questa, eguagliate fra loro 

le quantità irrazionali, si ha i * b k ^zi f cioè l'ultimo dei b e in ciascun periodo 
eguale all’unità ; ed eguagliate fra loro le quantità razionali, si ha 2 f a k z=p k p,. 


Hi 


le 1 


M 


M 


Ir— -i 


M, 


e — a . 


*— i 


: e poiché l’ultimo termine 


Ora con b k =\ la IV.* (413) dà a k z= 

del fecondo membro è un rotto proprio (402), l’intero a k dovrà essere eguale 

4 N 

agl’interi contenuti nella convergente - ; sarà dunque a k =zp, (409. III.), e la 


2. darà p k —2p , , cioè l'ultimo quoziente intero di ogni periodo è doppio de- 
gl'interi contenuti in K o del quoziente fuor di periodo. 

4 <7. Poiché per l’ultimo quoziente completo si ha (H6) la 

IV.* (4 43) darà p, M t _ l -+M k _ 2 *eìl k _ l ; d’onde Mj_ a =N 

_ , o piMj , „ ., ^ 

e “ — ‘ jjj ■ Ma i* secondo membro è una convergente verso 


“à— i 


J/l — p i (409. III.) preceduta da — — — 2— — J: — 1 . £ dunque chiaro clic 


avendosi 


qui Mj — Q — — , — piM|, — , , viene con ciò n verificarsi la coudizione posta al- 
trove (409. IV.), e quindi L’ordine dei quozienti particolari in periodo dap,, 
con cui comincia la frazione continua equivalente a \l — f , , fino al penultimo 

Pk— i’ c,le corrisponde alla convergente - ò simmetrico. 

i 

4lS. Omettiamo altre osservazioni che troppo ci porterebbero in lungo. Gli 
studiosi potranno intanto verificare le più delle già fntte mediante la Tavola posta 
in fine (pag. LVII), che in distinti quadri dà i valori dei b k e dei quozienti p k 
per ogni valore di l da 2 fino a 254, esclusi, per le ragioni che a suo luogo 
daremo (339. 8. n ), i quadrati e .i multipli di quadrato. Ciascun quadro porla in 
fronte uno dei suddetti valori di f, e al di sotto due colonne, di cui quella a 
sinistra dà, per l’oggetto del quale vedremo l’importanza (339. 5.°), i valori dei 
b k dal primo che non entra con gli altri in periodo (4 45), e che a tal riguardo ne 
è separalo mediante una piccola linea, fino all’nltimo del periodo, clic è sem- 
pre eguale all’unità (416); quella a destra da i valori dei quozienti p k dal primo, 


‘S‘ 
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(«parato esso pare mediante una linea, per lo stesso motivo che A, , dai successivi, 
fino a quello che resultando doppio del primo denota il termine del periodo (< 1 6) ; 
col mezzo dei. quali assai agevole riuscirà la costruzione delle eon vergenti. 

119 Daremo fine con una importante osservazione. Se in Afr^n-fN^ , 

(li 3) , ài cangi Ir in k+(m — l)n , ‘avremo' A fr . i m 

; se nqo che l’indice k+(m — <)« tenendo 
qui la vece dell’indice k, il segno superiore dovrà aver luogo se con k impari aia 
il pari, o m impari, e se con k pari avremo n impari ed m pari; d'inferiore se 
con Ar impari avremo n impari ed m pari, o se sia n pari, o m impali con k pari. 
Di qui si ha, che siccome ad ogni periodo dehbon tornare in ordine gli stessi A, se 
con ni si rappresenti il numero d'ordine di ciascun periodo, e con n il numero dei 
termini di cui il periodo è composto , rappresentando con uno qualunque dei b 

del primo periodo, sarà b^_^_f m 1 f 0 z=b^; e oltre l’equazione b^x-\~ 

f(M avrà luogo l'altra A*iz=rt(N i _ ( _(.._ I ;^_ I ) 1 ipl(M t _ H (._ I ),_ 1 )’, la 
quale, regolando i segni óel modo surriferito e a seconda dei casi espressi, verrà 

JJ. • ... _* 

soddisfalla non solo dai due termini della convergente — del primo periodo, 

ma anche da quelli dì tutte le infinite convergenti rappresentale in generale 

N (- v . \ '•* ' 

da — — ~ "~ - 1 . che s'incontrerano© continuando a volontà il calcolo al di là 

Mt+dss-'il—z, 

del primo periodo. , * ^ v . • . . .* 

<20. Che se l’ultima equaziooe si trasformi nell’altra ±4*=(N|pq.( B ,1* 

— /(M t | < a , t ) a ,)’, quella col segno superiore non potrà venir soddisfatta, sic- 

come è manifesto, che dalle convergenti il cui indice t-+-(m — l)n — 1 sia pari, col 
segno inferiore quando sia impari. E se A t sia l'ultimo dei b del primo periodo, e 
in conseguenza kxxn-f-4 (1 1 5), e bf=4 (1 16), nascerà l’eqnazione — 

f(M a J’, ove N„ , M„ spetteranno olle penultime convergenti di ogni periodo, 
del che è assai fatile il convincerei se si rifletta, che quando k sia l’indice dell’ul- 
timo b del periodo, e in conseguenza dell’ultimo p à quindi etiche dell’ultima 
convergente, k — 1— n sarà quello della convergente penultima. Frattanto per que- 
sta importante equazione, da tutte le coae dette, sarà agevole concludere il Segnante 
canone speciale, cioè : che consegno Superiore, se il numeron dei quozienti in perio- 
do sia pari, verrà soddisfatta dalle penultime Convergenti d’ogni periodo; ae impari 
dalle penultime convergenti dei soli periodi 2.°, 4.“, 6.° ec. « quindi in ogni easo 
sarà sempre solubile : col segno inferiore, ae n sia impari, Verrà soddisfatta dalle pe- 
nultime convergenti dei periodi 1 3.°, 5° ec, : se pari niuna convergente potrà 

soddisfarla. , ) . . , • ■ • « y. \ • .. • ■ 

Altri Rotti * •• • -• 

La migliore e più comoda divisione dell’unità è certa- 
mente la decimale: ma l’inesperienza e poca avvedutezza de- 
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gli antichi divise in una maniera del tutto differente , arbitra- 
ria ed incomoda le unità più importanti , che sono quelle di 
tempo , di peso , di lunghezza , di superjìcie , di capacità , 
di moneta , e della circonferenza del circolo. 

121. L’unità di tempo, comune a tutte le nazioni, è il 
giorno solare. Si divide; in ‘i!\ parti chiamate ore , 1 ’ ora in 
(io minuti , il minuto in (io secondi , il secondo in (io terzi 
oc. La suddivisione del secondo in terzi è uggitila i poco in uso ; 
si adoprano in vece i decimi e centesimi di secondo. Giorni 
365 formano 1 ’ anno comune, 366 il bisestile , che si divido- 
no in 12 parti ineguali chiamate mesi’. 365 giorni, 5 ore, 4*3 
primi , 5 o secondi e due decimi di secondo fonnano 1 ’ anno 
astronomico. 

122. L’ unità di peso è fra noi la libbra : si divide in 12 
onde, l’oncia in 24 denari, il denaro in r »4 grani. I Fran- 
cesi hanno modernamente il chilogrammo , che si divide in 
parti decime, centesime, millesime ec., e corrisponde a libbre 

83 

2, onde 11, denari 8, grani 4 o ss *a libbre 2 ,g 45 i 44 • come 

la libbra corrisponde a chilogrammi o,33g542. 

123 . L’unità di lunghezza è fra noi il braccio: si divide 
in 20 solili, e il soldo in 12 denari. Ogni cinque braccia fanno 
una canna. Braccia 2833-j formano il miglio toscano. 

I moderni Francesi hanno il metro che dividono in deci- 
mi, centesimi, ec. chiamati decimetri, centimetri.ee. Il metro 
corrisponde a braccia 1, soldi 14, denari 3,222, ossia braccia 

I, 71 3427, come il braccio a metri o, 583625. Dieci metri fan- 
no un decametro, mille un chilometro , diecimila un miria- 
metrO. Precedentemente avevano la tesa, misura assai cognita e 
diffusa ancor presso gli esteri. Si divide in 6 piedi , il piede in 
12 pollici, il pollice in 12 linee, la linea in dodici punti. Cor- 
risponde a braccia 3 , sol. 6, den. g, 4 g e a metri 1,94904$ co- 
me all opposto il braccio corrisponde a piedi t, pollici 9, linee 
6,7 19, ossia tese 0,299443$ e il metro a piedi 3 , pollici o, linee 

II, 292, ossia tese o, 5 i 3 oy. Tese 84 * 3,42 fanno il miglio to- 
scano. 
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124. L’unità di superficie è il braccio quadro. Si divide 
come il braccio lineare in soldi e denari quadri. Diecimila brac- 
cia quadre fanno un quadrato. Braccia quadre 1 54 1 4 formano 
uno stioro. Presso i Francesi moderni l’unità di superficie è 
1 J aro, corrispondente a 10 metri quadrati, e a braccia quadre 

293,584. 

ia 5 . L’unità di capacità varia secondo le specie contenute. 
Per gli aridi è lo staio , di cui tre fanno un sacco. I liquidi 
hanno per unità il barile, che si divide in 20 fiaschi, se si 
tratta di vino, se d’oìio in 16’. I Francesi hanno il litro. Cor- 
rispondente alla capacita di un vaso clic abbia un decimetro per 
lato nei tre sensi di lunghezza, larghezza ed altezza. 

L unita di moneta è per noi la lira, che si divide 
come il braccio in soldi e denari. Sette lire fanno uno scudo. I 
l' mancesi hanno il franco , che dividono in decimi e centesimi. 

Corrisponde a ^ di lira, ossia a lire 1, sol. 3, den. 9,71: al- 
l’opposto la lira è —di franco, ossia franchi 0, 84 - L’antica lira 

tornese di Francia vale di franco. 

127. Infine la circonferenza del circolo si divide in 36 'o 
gradi, il grado in 60 minuti, il minuto in (io secondi, ec. Per 
denotare i gradi si pone un piccolo zero in alto alla destra del 
numero che gli rappresenta; per i minuti, secondi, terzi ec. si 
pongono nel modo stesso uno, due, tre, ec. apici: cosi 35° 45* 
3 o" indicano 35 gradi, 45 minuti e 3 o secondi. I Francesi han 
voluto dividere il circolo in 4oo gradi , ogni grado in 100 minuti. 
Ogni minuto iti 1 00 secondi, ma questa divisione, benché più co- 
moda dell’antica , non é stala accettata neppurfra la massima 
parte di loro. 

*23. Supposto * : m il rapporto fra due unità della stessa specie in uso fra due 
dilìerenli nazioni, si cangcrà una misura qualunque a relativa alla prima nella cor., 
rispondente r relativa alla seconda , mediante la proporzione * : m : : a : x ; d’on- 
de xz=am. Così poiché il braccio fior, è tese francesi 0,299443 , e quindi il rap. 
porto di quello alla tesa è di * : 0,299443 j perciò trae. fior. 2833*j ( lunghezza del 
miglio ) corrisponderanno a tese francesi a=r2833| X 0,299443=848,42. 

Per facilitare queste e simili ìiduzioni si pone in fine al Tomo una rac- 


Digitized by Google 



colta di logaritmi dei rapporti m fra le più usuali misure toscane, e le currispou- 
denti straniere. Questi logaritmi sono additivi se la misura data da convertirsi è 
toscana, sottrattivi nel caso opposto. Così volendo convertire braccia fiorentina 462 
in tese francesi, il logaritmo della Tavola si aggiungerà a quello di 162 cd avremo 
62-4-9, 17 63 1 16=2, 1 409 j66=L tese 438,3. Ma se vogliamo ridurre metri 
580 in braccia fiorentine, il logaritmo della Tavola si sottrarrà, ed avremo Lx= 
L580 — 9,7 66 4 346=L B. 663,787. 

429. Ora sieno S,S . duemisure straniere, ria misura toscana corrispondente, 

£> £. i logaritmi di rapporto dati dalla Tavola, avremo LT=LS—L=LS, £,. 

Dunque LS=LS,+L — £,, formula che servirà a convertire S, in S. Così volen- 
do cangiare 40 metri intese, avremo £=9,4763446, £,= 9 , 7664346 , e quindi 
£&=£ 10-4-9,7 4 04 800=0,7 4 04 800=£ tese 5,43074. 

130. Per sommar queste specie, scrivo Pune sotto l’ altre 
le parti del nome stesso ; poi sommo le coloime al solito , an- 
dando da destra a sinistra , e scrivo ciò che resta dopo averne 
tolto, se si può, di che formare una o più unità della specie 
immediatamente maggiore , che porto nella colonna seguente. 
Esempj . 

a-, tese piedi poi. lin. lire sol. dcn. 

36 25' 47 M 9 3 44 2,37 325 47 4 3 

49 33 28 400 0 0 0,50 45 u tì ’ 5 

55 34 49 47 5 3 8,46 25 ( 

444 34 4 44 0 40 8,24 4 40 0*9 

468 4 4 7,57 374 0 8,7 

131. Cosi le stesse specie si sottraggono; e se l’inferiore ò 
più grande, si toglie un’ unità dalla colonna che segue a sinistra 
nel numero superiore, per decomporla in tante unità della 
specie di quelle da sottrai si. Esempi • 

tese pie. poi. Un. lire sol. d 

48° 46' 47", 3 400 0 0 0,0 655 3 4 ' 

24 23 42 ,4 _47 _4 5 4 4,8 30 6 8 

23 53 4 ,9 82 C 6 0,2 624 uTIT 

i3a. La moltiplicazione si fa nel- 
la maniera seguente. lire sol. den. 

Si cerchi il prezzo di braccia \' 7 

246 di stoffa a lire 6 . 1 5. C) il braccio a ^ ‘ le fi <5 9x6 

( i i5 son soldi, i j) denari, ed i pun- ~ 

ti interposti servono a separare 1 ’ una 40 44 6 

specie dall’altra). Moltiplico le date li- Somma Lire 4669 44 6 
re ec. per toc scrivo il prodotto di sopra, avvertendo perù di 
non seguare dei prodotti delle specie inferiori se non ciò che ic- 


óre sol. dcn. 
325 4 7 4,3 
45 4 4 6,5 
25 4 8,4 

4 (0 0,9 
374 0 8,7 


lire sol. d. 
655 3 4 

30 6 8 

624 7<nr 


lire sol. den. 
678 45 0X2 

67 47 6X4 
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sta dopo aver tolto , come nella somma , di clic formare quan- 
te unità potremo della superiore: regola clic sempre terremo nella 
moltiplicazione. Quindi moltiplico nuovamente per io questo 
prodotto , c ciò tante volte quante bisogna per distribuir le ci- 
fre del moltiplicatore come nell’ esempio. E chiaro che molti- 
plicando la quantità superiore (centupla della data ) per 2, a- 
vrò il valor di 200 braccia; moltiplicando la quantità che segue 
(decupla della data) per 4» avrò *1 valor di 4o braccia; e fi- 
nalmente moltiplicando per ti la data , avrò il valor di 6 brac- 
cia ; i quali valori sommati mi danno il prezzo di braccia »4 fi. 

1 33 . Osservate x°. che un rotto ordinario di specie supe- 
riore si riduce alle inferiori col moltiplicarlo per il loro numero 
caratteristico, ossia per quelle tante unità di specie inferiore che 
formano un’unità della superiore; cosi per aver T ’ r di lira in 
soldi e denari , si dirà: T 7 T X*o=ii3 soldi, e poi JXi2=8 
denari; onde / T sono il soldi c 8 denari; 2°. che le specie in- 
feriori si riducono alla superiore col dividerle per il loro numero 
caratteristico; osi lirea. 3.4=2. 3,\=2. 3^—2 4 S— 

i 34 - Quanto alla divisione, voglia verificarsi il primo esem- 
pio di sopra, cioè si debban dividere lire 1669. 1 4- fi per 246. 
Divido le lire, ed ho il quoziente 6 col resto 193, che riduco 
a soldi , moltiplicandolo per 20 , ed aggiungendo al prodotto i 
soldi della quantità proposta. Proseguo al solito la divisione ed 
ho i 5 di quoziente col resto 184, che moltiplico per 12, e coll’ 
aggiunta de’ 6 ^ ho per prodotto 2214 e per quoziente 9 senza 
resto, come doveva essere. Se l’avanzo 
moltiplicato per il numero respettivo fos- 
se più piccolo del divisore, passerei a mol- 
tiplicarlo per il numero caratteristico della 
specie seguente , scrivendo zero nel quo- 
ziente, così dividendo lire 526. o. 5 per 
35 , ho lire i 5 . o. 7. 

i 35 .Finquìilmoltiplicatore(i 32 ),e il divisore (i 34 ), so- 
no stati semplici, cioè d’ una sola specie: eccola regola da tener- 
si se sieno composti , cioè se contengano essi pure parti di spe- 
cie inferiore. Si cerchi il prezzo di 42“** SP ie<ii , \P oU - a lire 1 8.6.8 


6 <5 9 


Lire 
per 246 . 


<669. <4. 
- <93X20 
3874 
<4(4 
(84X<2 
2214 
00 


(i 
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In tesa. Moltiplico le lire come sopra per io ec., e poiché i 
piedi sono ? della tesa , divido <83 6 8 x^ 

il prezzo di una tesa, cioè le li. i, e - <8 6 8 X2 

re soldi e denari dati , per 6 , e 
ho in quoziente il prezzo di un 
piede; parimente poiché il polli- 
ee è T ' r del piede dividj, per 1 2 
il prezzo avuto del piede, ed 
ho il prezzo di un pollice. Fatto 

ciò distribuisco il moltiplicatore come nell’ esempio ; il primo 
secondo prodotto danno il valore degli interi , cioè delle test; , i 
due seguenti quello dei piedi e pollici; la somma sarà dunque 
il prezzo totale. 

Si voglia n dividere lire 786. 5 . n{ per 4 5 piedi 

4 H- in riprova del passato esempio. Riduco il divisore 
alla specie ultima , come qui le 
tese a pollici ; cioè moltiplico 


6/ 3 

( 

<3 

Xà 

\2y _ 

5 

<r 

XI 

733 

e" 

8 


36 

<3 

4 


15 

5 

6* 


1 

0 

4J 


Somma Lire 786 

5 

«9 


< 8 . 6 . 8 


L. 786. 5. \i\xTi 


4a però', aggiungendo al prò dot- 42 use 5 pi. 4 pol.fjJ^ - 0 

... f 1 / JVUl J< o. o 

25733 
<029x20 


20386 

_2058X<2 

24704 

00 


to ( che son le tese ridotte in 
piedi ) i 5 piedi del divisore , a:>7x<3 x 
ed ho 267; moltiplico 257 per 12, ^ *** 
e al prodotto ( che son le tese 
e i piedi ridotti in pollici ) ag- 
giungo 4, ed ho 3 o 88 pollici os- 
sia 3 ” f 8 di tesa per divisore. Dipoi moltiplico per 72 le lire 786. 
5 . 11 y come bisogna (70); e finalmente divido il prodotto, 
che è 566 1 3 . 6, 8 per 3 o 88 , come iteli’ esempio , e trovo il 
quoziente 18. 6. 8. 

Dovendo dividere lire 786. 5 . 11 J per lire 18.6.8 prezzo 
della lesa , onde il quoziente sia in tese, riduco le specie infe- 
riori alla superiore, ed ho lire 18. 6. 8— i8, = Y, lire 786 
5 . iij=: lire 786 j® 7 : dunque 786^ : * T * = 2358 , ; 55 = tese 

4 * 

Queste son le regole principali dell’Aritmetica. Per inse- 
gnare in un modo più generale la Formazione delle Potenze, 
l’hstrazion delle diadici , la Regola del Tre ec-, premettere- 
mo i priucipj del calcolo algebrico. 


42. 5 . 4 
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ELEMENTI D’ALGEBRA 


1 36. X utte le cifre aritmetiche, o prese isolatamente, o 
comunque combinate fra loro , hanno un valor determinato at- 
to ad indicare una data e precisa riunione di quantità , e non 
altra die quella. Cosi il 3, il 58 indicano 3 unità , 58 unità , 
ma non possono rappresentarne nò cento , nè mille. Quindi è 
che l’Aritmetica può lxnisì giungere a farci conoscere i rappor- 
ti individuali che passano fra numero e numero , e mostrarci le 
particolari proprietà spettanti a quello , o a questo di essi : ma 
comecché mancante di simboli idonei a rappresentare in genera- 
le una quantità qualunque , non può svelarci i rapporti c le 
proprietà spettanti a tutti i numeri in comune, e meno ancora 
indagare quali fra lutti i numeri , ad esclusione dell’ intera im- 
mensità dei rimanenti , abbiano un dato rapporto , o sieno do- 
tati della tale o tale altra proprietà. E se pure la vediamo im- 
pegnarsi talvolta jn queste indagini, ed in qualche modo riescir 
nell’ intento , ciò accade o in forza dei numerosi e ciechi ten- 
tativi a cui assoggetta il calcolatore; o in virtù di metodi arti- 
ficiosi , che da non molto tempo ha adottali, estranei per altro 
ai suoi principj , nè tratti dal suo proprio fondo ; o per l’abuso 
in fine a questa scienza familiarissimo di concludere dal parti- 
colare al generale. 

Frattanto le indagini di cui parliamo, estese non solo ai 
numeri , ma ad ogni altra specie di quantità, sono di un’ impor- 
tanza gravissima in tutte le matematiche; e ne formano anzi il 
principale e più nobile scopo. Per giungervi in una maniera ra- 
gionata e soddisfaciente , e supplire al vuoto immenso, che l’A- 
ritmetica in questa parte lasciava , fu dunque primieramente 
necessario immagiuare simboli di più esteso significato, e atti a 
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rappresentare non quella o questa quantità , come le cifre a- 
rilmctiche , ma tutte le quantità in generale , e in seguilo ab- 
bisognò creare una nuova scienza , che insegnasse ad usarne , a 
sottoporgli alle leggi del calcolo, e ad intcrpetrarc il misterioso 
linguaggio delle loro finali combinazioni. Questa scienza fu V Àl- 
gebra , che valutata in principio come semplice appendice del* 
l’Aritmetica, ma per altro chiamata fin d’ allora, per antono- 
masia , Arte magna , spiegò ben presto , per opera specialmen- 
te degl’italiani, le immense sue forze, e in breve si palesò qua- 
le uno dei più fecondi ed utili ritrovamenti dell’ umano ingegno. 
I simboli , per uso di questa scienza introdotti , furono le let- 
tere di qualunque alfabeto ; il che fu ideato con ottimo divi- 
sameuto; perchè essendo quelle già conosciute, la loro intro- 
duzione non veniva ad aggravar la memoria , come avvenu- 
to sarebbe, se preferiti si fossero invece segui di qualunque altra 
arbitraria configurazione. Del resto non è nuovo l’uso delle let- 
tere alfabetiche per indicar quantità : ebbe in antico vigore fra 
quasi tutte le nazioni, come ne abbiamo prova presso gii Ebrei, 
Greci e Romani ; con la differenza però, che mentre per esem- 
pio fra i Romani le lettere I, V, X, L, C, D, M, rappresenta- 
vano esclusivamente 1, 5 , io, 5 o, ìon, 5 oo, 1000, nell’Alge- 
bra tanto queste , quanto tutte le rimanenti rappresentano in- 
distintamente e genericamente qualunque quantità , e ciò che 
di ciascuna di esse si enuncia, s’intende enunciato d’ ogni o 
qualunque numero, 

Tutto ciò si comprenderà meglio in appresso: ma forse i 
due seguenti saggi potranno intanto utilmente servire, almeno 
per i più intelligenti , a far prender fin d’ora una qualche prima 
idea dello spirito di questa scienza, c della sua superiorità 
sulla volgare Aritmetica. 

Se si sommano i tre numeri consecutivi 5 , 6, 7 si ha 18 
triplo del medio 6 ; se si sommano i tre parimente consecutivi 
9, 10, 1 1 si ha 3 o triplo del medio 10; come pure se si somma- 
no i tre consecutivi i 5 , 16, 17 si ha /|H triplo del medio 16, 
Da questi e da altri simili esempj, che potrebbero a piacere mol- 
tiplicarsi , l’Aritmetico trac che la somma di tre numeri colise* 
Tom. /. 5 
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cutivi é sempre tripla del medio ; modo di ragionare non abba- 
stanza retto , perchè da ciò che vedesi accadere in più casi non 
può legittimamente dedursi che lo stesso accaderà in tutti gli 
altri. 

L'Algebra non ragiona cosi : ma comincia dal rappresenta- 
re con m il numero medio , qualunque questo esser possa. Quin- 
di riflettendo che il precedente deve avere un' unità di meno , 
il susseguente una di più , conclude che il primo sarà dunque 
ben rappresentato da m — i , il secondo da m-¥- 1 . La somma di 
questi tre numeri disposti secondo il loro ordine naturale sarà 
perciò m — t +ro + m+ 1 : e poiché il — 1 del primo vien 
distrutto visibilmente dal -1- 1 dell’ ultimo , resterà dunque . , 
riunione di tre numeri tutti eguali ad m,e corri- 
spondenti perciò al triplo di m (19)» cioè al triplo del medio, 
come doveva dimostrarsi. 

Venga proposto di trovare fra tutti i numeri quello il 
cui doppio e il cui triplo sommati facciano 100. L’Aritme- 
tico è obbligato ad andar tentando e cercare il numero richie- 
sto fra tutti quelli minori di 100: e il solo esame attento degli 
errori a cui lo hanno condotto le sue prime supposizioni , po- 
trà servirgli di qualche lume per accostarsi più al vero nelle 
seconde. L’Algebrista all’ opposto , sicuro che qualunque siasi 
il numero cercato , non può non essere rappresentato con x , 
simbolo generale che tutti quanti i numeri rappresenta , lo chia- 
ma x , e couclude che ix ne sarà il doppio , 3 # il triplo , e 
5 x la proposta somma del doppio e del triplo, che deve dun- 
que essere eguale a 100. Or se Sx eguaglia 100 , x quantità 
cinque volte minore eguaglierà la quinta parte di 100 .cioè 20, 
che sarà dunque il numero cercato. E infatti il doppio di 20 
che è 4o, e il triplo che è 60, sommali fanno 100. 

La scelta d una lettera piuttosto che d’ un’ altra per rap- 
presentare la quantità che ci occorre è indifferente , tutte aven- 
do la stessa virtù di rappresentare qualunque numero. Bensì se 
1 ragionamenti cadono non sopra una , ma sopra più quantità 
differenti fra loro , ognuna di queste dovrà esser rappresentata 
con lettere diverse ; o volendone introdurre una sola , il che gio- 
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va talvolta , siccome vedremo, alla maggior simmetria dcll’e- 
spressioni , ed anche a sollevar la memoria, deve nei diversi ca- 
si distinguersi o con un apice in allo, o con un indice numeri- 
co in basso alla destra , scrivendo per esempio A', sf\ A w ec tJ 
oppure A , , Ah Ai ec. che si leggono A prima, A seconda , 
A terza ec. 


Nozioni Preliminari 

1 3 7. Si chiamano espressioni algebriche ({nelle nelle (pia- 
li entrano comunque , e in qualsivoglia numero , lettere deno- 
tanti quantità ; e si rappresentano con quei medesimi segui che 
abbiamo adoprati nell’Aritmetica, le diverse operazioni che pos- 
son farsi su queste espressioni ; così per sommare a, b, si scri- 
ve a-\-b ( 1 4 ) ; per sottrarre c da d , si scrive d — e (16) 5 per 
esprimer b eguale ad a si scrive ù— a (i 4 ) • La moltiplicazio- 
ne di p per q si indica con p'X.q, o con p . q ( 1 9) ; anzi si sti- 
ma fatta quando una lettera è seguita da una o più altre senza 
interruzione di segni: così pq=pY,q } aùc=«XùXc. La di- 
visione di a per b si accenna con o con a:b (do). 

1 38 . Si chiama Monomio o Termine ogni espressioni: non 
interrotta dai segni -f- , — . Si chiama Binomio, Trinomio ec. 
la riunione di due , tre , ec. termini j e in generale più termi- 
ni riuniti dieonsi Polinomio. 

139. I termini sono o Positivi o Negativi-, quelli son pre- 
ceduti dal -4- , questi dal — , con che si indica che gli uni so- 
no opposti agli altri nel loro modo di esistere ; così se un cre- 
dilo si nota col -4- , un debito dovrà notarsi col — ; se una li- 
nea che da un punto va a destra o all’ insù , si riguarda come 
positiva : un’ altra che dal punto stesso vada a sinistra o alPin- 
giù , dovrà riguardarsi come negativa. Quando un monomio, o il 
primo termine d’ un polinomio non ha segno, si ha per positivo. 

1 4 0. Spesso concorrono termini eguali in un polinomio, 
come rt-t-rt-Hri — b — b-hd : allora si scrivono una sola volta : se- 
gnando con un numero a sinistra quante volte s’intendono ri- 
petuti. Quiudi a-{-a -ha — b — b-+-d diventa 3 « — %b-\-d ■ La ei- 
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fra che in tal caso precede le lettere, si chiama Coefficiente ; 
se ella manchi il coelliciente è 1 , che sempre in questo caso va 
sottinteso. I coefficienti possono essere anche frazionar) come iti 

j a, ~ ab : ed indicano in tal caso che quella quantità alge- 
brica alla quale appartengono non è presa interamente o più vol- 
le , ma nel modo bensì conforme al significato della frazione. 

1 4 1 • Una quantità moltiplicata perse stessa una, due, tre 
volte ec., come aa, prodotto di a per a , aaa prodotto di a a 
per a oc., si scrive una sola volta , e con una cifra a destra ed in 
alto si accenna quante volle ella dovrebbe effettivamente esser 
segnata: così a ' è un compendio di aa, a ’=aaa, a 4 =<iaa#, ec. 
Queste cifre in alto diconsi Esponenti , né bisogna confonderle 
eoi coefficienti ; i coefficienti indican somma , e gli esponenti mol- 
tiplicazione ; così ia=a-\-a-\-a, mentre a 3 — aaa, e se a— 5, 
viene 3a=i5 ed a 3 =i25. Se 1’ esponente manchi , egli è 1’ uni- 
tà , così bc=b l c 1 , ab x c=a l b*c l . Talvolta l’ esponente è zero, 
che all 5 opposto degli altri indica non la ripetuta presenza , ma 
anzi l’esclusione assoluta della lettera che ne va affetta , di modo 
che il termine va valutato come se questa lettera non vi fosse. 
Così iaz° vale per 3 a', 5 z° per 5, e t° per l’unità, suo coef- 
ficiente sottinteso. Spesso , siccome vedremo , la comparsa di 
questi esponenti è opera del calcolo; spesso ancora vengono in- 
trodotti per simmetria. Yi sono pure esponenti frazionar) come 

I 

3a ! , e negativi cometa - *, dei quali daremo in seguito il si- 
gnificato. 

i4a. Si dicon simili i termini con le stesse lettere, ed ognu- 
na con lo stesso esponente: tali sarebbero a 3 b'c, — 5 a' b*c, 

-,a*b*c, come pure f—, > ]*— e allorché hanno luo- 
4 1 Ic'tl ic‘a 3 c'd 

go più termini simili in un mede imo polinomio si riducono 
tutti in un solo, apponendogli per nuovo coefficiente o la som- 
ma dei loro coefficienti se son tutti positivi o negativi , o la 
differenza fra le somme dei positivi e dei negativi , quando ve 
ne sieno dell 5 una specie e dell’altra. Così a ' b 1 e -f- 3a ' 

3« 5 £V— 4« 5 £V-+-8« 5 6V = 
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toa’&’c* — ~a i b 7 ' c'—'ìa.'b'c' 1 . Parimente — 

8^=5^* — 5^ ; £ro’n — ip J -4-c — }p° -\-p i -t-jm* n=(63)/n* « 
— ’ -+- c. Talvolta la somma dei coefficienti positivi eguaglia 

quella dei negativi ; in tal caso il coefficiente del nuovo termi- 
ne sarebbe zero , cioè il termine svanisce , nè ha luogo nel- 
1’ espressione ridotta. Cosi Ha'-t-ycM-a 1 — qa 1 — -e— o. . 

143. Oltre le lettere , gli esponenti ed i coefficienti , si di- 
stinguono nei termini algebrici anche le dimensioni , che cor- 
rispondono al numero delle lettere eguali o ineguali contenute 
in ciascun termine. Cosi 4 z, ia sono della prima dimensione; 
5jz,3a’ sono della seconda ; a ’, y 2 z , xyz della terza, ec. Spes- 
so però nel determinare la dimensione non si ha riguardo che 
ad alcune delle lettere: così ay' z che sarebbe per se medesi- 
mo della quarta dimensione , divien della terza relativamente 
alle sole lettere y, z. 

144. Allorché non si ha riguardo che ad una, oad alcu- 
ne delle lettere componenti un termine , tutte le quantità sì nu- 
meriche che algebriche che le accompagnano, prendono p^ esten- 
sione il nome di coefficiente ; se non che , per non confonderlo 
col semplice coefficiente numerico , gli si appone , occorrendo , 
l’aggiunto totale. Cosi in f\a'bz, si considera ?\a* b come cocf- 

ficiente totale di z , e in — si considera - — come coeffi- 

4 a 4 a 

ciente di y*z. Le quantità che principalmente si riguardano 
chiamansi principali , le altre secondarie. I termini che han- 
no le stesse lettere principali , respetlivamenle affette degli stessi 
esponenti si considerano come simili ( 142 ) , comunque abbian 
diverse le lettere secondarie. Così in a-+-/\ay 2 z — 5 by 2 z i due 
ultimi termini son simili rapporto ad y 2 z. Per ridurgli si rac- 
colgono e si includono dentro parentesi i coefficienti totali coi 
loro segni, e al di fuori si pongono le lettere principali. In tal 
guisa 1’ espressione precedente diverrà a -f-(4 a — 5 b]y 2 z. 

145. Del pari quando in un monomio o in un polinomio 
non si ha riguardo che ad una lettera , come x ; o a due o a 
tre, come .r, y> o come x , y, z, il monomio o il polinomiosi 
chiamano funzioni di x, funzioni di x, jr, funzioni di x,j, z, 
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ec. Cosi 3 nx, \ax* — bx-\-c sono funzioni eli x ; 3xy, 

!\xy A-y 1 -(-ex -4-gY-ì-p sono funzioni di x ,y, ce. Si rappre- 
senta in generale una funzione di x, di x, y, ec. scrivendo fOO» 
f(x,y), ee. oppure f(x), J(x,r), o similmente. Si distinguono 
poi con uno o più apici sopra il <p, o sopra Vf le funzioni dif- 
ferenti, d’ una lettera stessa. 

14(ì. Quando in una funzione qualunque le quantità principali si considerano co- 
me incognite , siccome accade trattandosi di equazioni, le secondarie son sempre 
riguardate come cognite ; ma se quelle si assumono per variabili o indeterminale , 
le secondarie si assumono allora come costanti, o determinate - 

Le fuuzioni sono algebriche , se non dan luogo che alle sei operazioni del- 
l’Algebra elementare; trascendenti se contengono logaritmi , quantità esponenzia- 
li, ardii di circolo, (unzioni trigonometriche, differenziali , integrali, ec; espli- 
cite se ci danno il valore di una variabile espressa in funzione conosciuta di un* al- 
tra, come sarebbe x 1 ) , oppure se una delle due variabili vi sia colle- 

gata con un’altra mediante un’equazione solubile, come tfx a — bxy-{-cy 9 —- ab = 0; 
implicite qualora o 1’ equazione non sappia risolversi, o sia data in una maniera 
generica , alla quale non possati perciò immediatamente applicarsi le regole co«6- 
sciute di soluzione: tale sarebbe l’equazione y(x^)^=0, ove le due variabili son 
dunque funzioni implicite l’una dell’altra; uniformi quando ad ogni valore d’ una 
delle due variabili corrisponde un differente, ma unico valore per l’altra : tale vie- 
ne ad essere ? nell’equazione di primo grado a-\-bx\ multiformi nel caso op- 
posto, come nell’ equazione M-/^ a -h<Z/-4-'*==rO , oxep, q , r fossero funzioni 
di x , nel qual caso ad ogni valore di r ne corrispondono tre per y; infiniti formi 
quando ad un sol valore di una variabile ne corrispondono infiniti per l’altra, co- 
me avverrebbe se questa rappresentasse l’arco che avesse l’altra per seno, il clie 
si esprime scrivendo arcsen.x ; infatti sebbene un arco dato non abbia che 

un solo seno, infiniti sono gli archi a cui un dato sono può appartenere; omogenee 
qirmdo tutti i loro termini hanno la medesima dimensione (143) relativamente alle 
quantità principali; tale e x 7 -\-axy-\-by* rapporto ad r,j; simmetriche quando 
permutandosi due o piò lettere fra di loro , non subiscono alcun cangiamento co* 
me (a-\-b-\-c ) m , seti (a-\-b) y ec. Infine due o piò funzioni si dicon simili qualora 
abbiano una forma stessa, sebbene con quantità differenti, come a4-£x*-+-cx 3 , e 
A-bDy*-\-Ey ' ; x m ed (x-f-h)"*. 

1 47 - U" polinomio si «lire ordinato quando tutti i suoi 
termini son disposti in modo clic la lettera principale abbia nel 
primo il più grande esponente , e negli altri abbia esponen- 
ti di mano in mano sempre minori. 11 maggiore esponente de- 
termina il grado del polinomio. Così il trinomio y’i — ia 2 y 2 -\-bjy 
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vedesì ordinato per y , ed è del quarto grado. Il polinomio è 
completo , quando ordinato che sia , gli esponenti della lettera 
principale vanno gradatamente diminuendo di una sola unità 
dal primo termine fino all’ultimo, nel quale la lettera ridotta al- 
l’esponente zero non comparisce ( 1 4 1 )- Tale sarebbe il quin- 
quinomioj'i — 3q^ 3 -t-5ay-t-8aA^ — 5 a 3 . In tal caso èmanifesto 
die il numero dei termini viene a superare d’ un’ unità il gra- 
do del polinomio o il valore del primo e massimo esponente. Cosi 
nel polinomio allegato , del quarto grado, contansi cinque ter- 
mini. 

E uso di seguir 1’ alfabeto nelle lettere di ciascun termi- 
ne : cosi si scrive piuttosto abe che eba , piuttosto ay. che 
ciò contribuisce a far meglio conoscere i termini simili. 

#. 

Somma Algebrica 

i48. Per sommar due o più espressioni algebriche basta 
scriverle 1’ une dopo 1’ altre coi loro segni , e farne la riduzione 
se ha luogo : così la somma di cdn e 4 ut 2 è cdn-\-/\m* ; quella 
di ab-hc^ ed u — t — c 3 è ab-hu — t ; quella di am-+-3w — q e 

q — ani — 3n è zero; e di ~ e ~ & 

Sottrazione Algebrica 

1 49 * Per sottrarre una quantità da un’altra, le cangio i 
segni , la scrivo allato all’ altra , e riduco : così sottraggo p da r 
scrivendo r — p ; sottraggo ni 3 — n 1 — g da y^z — u 2 , scrivendo 

y^z — u 2 « — e per sottrarre ~ da ~ , scrivo ~ — 

150. La necessità di cangiare i segni a tutta la quantità 
soltraenda in modo che i positivi divengan negativi e i negativi 
positivi , si dimostrerà riflettendo che se da b tolgo p ho di re- 
sto b — p ; ma se tolgo meno di p, come per esempio p — g, deve 
restarmi tanto di più quanto di meno ho tolto , cioè b — p~\~g. 

1 5 1 . Si può anche ragionare in altra guisa , osservando, che 
se ambedue le quantità b e p — g si aumentino egualmente di 


Digitized by Google 



■ — i la differenza dove rimaner la stessa; ma la prima tli_ 
viene allora b — p-\-g , l’altra p — g — p-\-g= o, dunque la dif- 
ferenza è b — />-\-g- Questo raziocinio farà meglio conoscere per- 
chè togliendo — p da b deliba rimanere b-hp. 

152. Per indicare che una quantità è maggiore di un’altra, 
come per esempio che a è maggiore di b, si scrive afb ; per 
indicar che è minore si scrive affi. L’ espressione a <ab rappre- 
senta la differenza positiva delle quantità a, b, qualunque sia la 
maggiore. 

Molti/>licaziotie A Igebrica 

1 53. Se un monomio debba moltiplicarsi per uh altro mo- 
nomio si comincerà dallo stabilire il segno che deve darsi al pro- 
dotto; su di che terremo per regola che due fattori di segno 
eguale danno un prodotto positivo, di segno diverso lo danno 
negativo, o per usar la frase ordinaria: che più in più dà più , 
in meno dà meno ; meno in più dà meno , in meno dà più. Cosi 
a X b—ab ( 1 3 j ) , a X — b= — ab, — a X b-— — ab, — a X — b=ab. 

Ed infatti aXh significa la quantità positiva a presa o som- 
mala b volle (iq), il che porta evidentemente ad un risulta- 
mento positivo; — aXh significa la quantità negativa- — a presa 
o sommata b volle, il che non può se nou clic portare ad un 
risullamento negativo; a X — b significa la quantità positiva a 
tolta o sottratta b volte, il che dà di sua natura luogo a risul- 
tamento di diminuzione o negativo; infine — aX — b significa la 
quantità negativa — a tolta o sottratta b volte, operazione con 
la quale si cangia altrettante volte in positiva (i /[q), e incon- 
seguenza dà luogo ad un risullamento positivo. Intanto si noterà di 
passaggio che essendo «X — b= — ab, — aXb= — ab, sarà 
«X — b= — aXb: è dunque lecito mutare il segno ad un fatto- 
re. , purché si muti anche all’ altro. 

La regola dei segni, supposta si dimostra a nelle cosi. Voglia 

moltiplicarsi (a — b) (c — d); pongo a — /=m t c — d=n> c moltiplicate le due e- 
qunzioni , c-=.n~f-d , verrà ac=mn -4 -bn -\-dm -\-bd —nin ~\-bn -{-dm 

“HW-I-W— •òdss(b-^ni)d-+’(d-^‘ft)lh^r/nn — bdz=ad-{-bc-ì~mn— bdj dunque mnzsz 
(« — b)(c — d)z=uic—-ad — bc-\-bd, come prescrive la regola. 

i5 '{. Staiti! ito il segno del prodotto si moltiplicheranno fra 
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loro i coefficienti numerici dei due fattori , quindi si porranno 
una presso l’altra ed in ordine C 1 4 7 ) ^ l cttpre coi respettivi 
loro esponenti, avvertendo, quanto a quelle che si troveranno 
ripetute , di segnarle una sola volta con dar loro un esponente 
eguale alla somma dei due primitivi. Cosi ia'b'c X — 6a 2 b— 
— i Ha'Pc ; Sa’tf X o.a n b* r c = i oai*~ H b’' r c. L’ultima parte 
della regola, quella cioè relativa alla somma degli esponenti di 
una lettera stessa , dipende da quanto fu gih stabilito sopra (i40- 
Infatti a 3 X a*— acuì X aaaaa—aaaaaaaa=fi. 

1 55. Dovendo moltiplicare un polinomio per un monomio, 
primieramente s’ includerà il polinomio dentro due parentesi , c 
allato dell’ una o dell’altra di esse si scriverà il monomio, av- 
vertendo però che se questo sia negativo, e piaccia di scriverlo 
dalla parte destra, converrà fra esso e la parentesi interporre 
il segno della moltiplicazione (19). Anzi sarà ottima rego- 
la usar la stessa cautela qualora il fattore monomio abbia un 
coefficiente numerico, e voglia porsi alla destra del polinomio. 
Ciò fatto, la moltiplicazione s’intenderà accennata. Per eseguir- 
la non dovremo che moltiplicare il monomio per ciascun tei mi- 
ne del polinomio, cominciando dal primo a sinistra, e scriven- 
do l’un dopo l’altro i prodotti parziali, ciascuno col loro se- 
gno, il quale s’ometterà soltanto al primo prodotto, quando ri- 
sulti positivo (i3g). 

Es. I. Debbasi moltiplicare 3 z * — per laz Si ac- 
cennerà l’ operazione scrivendo o.az ( 3z 2 — ^a^z-i-Sn? ) , oppure 
(32’ — \a-z-\-'$cfi ) aaz , o meglio (3z* — /\d 1 z-\-5(fi') Xiaz. 11 
prodotto di iaz per 3z 2 , primo termine del polinomio, sarà 
quindi Gaz* ; per — \a 2 z sarà — 8a 3 z»; per 5a 3 sarà 10 a A z \ 
avremo dunque 2 flz(3z 2 — 4 a-z-+-5a 3 )=6afi — 8a 3 zM-iort / *.z. 

Es. II. Lo stesso polinomio debbasi moltiplicare per — 5 a 2 z*. 
Imposteremo la moltiplicazione scrivendo — 5 a’z 3 (3 z 2 — !\a?z 
-b5a 3 ) oppine (3 z- — 4 a 2 ^-+-5a 3 ) X — 5 a’z 3 , e quindi ope- 
rando troveremo il prodotto — 1 5a 2 z r M-20rt^z , i — 25« r ’z 3 . 

i56'. Debbansi finalmente moltiplicare due polmoni). In- 
cluderemo respettiv amento ciascuno dei due fattori dentro paren- 
tesi, e gli scriveremo l’uno di fianco all’altro senza iuterruzio- 


Digitized by Google 




a* —x* i —x 5 

457. La riduzione non può cadere sui prodotti di quei termini , ove una stessa 
lettera ha nell’un fattore e nell’altro il maggiore esponente, come nel primo e- 
sempio sarebbero 2 A*. Ed infatti lutti gli altri termini del prodotto 

debbono , come è chiaro, aver tali lettere ad un esponente minore; quindi niuno 
di questi potrà esser simile a quelli (140). Questa riflessione ci sarà utile. 

i58. Qualora abbiansi da moltipllcare più polinomi come 
X-{-a, y-\-b, X-hc , ec., scriveremo (_X-{-a)(y-i-b')(jr-*-c') oc., 
e quindi si moltiplicheranno i due primi , poi il loro prodotto 
per il terzo, ec. conforme s : insegnò per lo stesso caso nell’ arit- 
metica (a4- 7°). E qui luogo è di avvertire che i polinomi, allorché 
inclusi sono dentro parentesi, figurano nelle espressioni quasi 
fossero semplici lettere. Cosi posti l’uno presso l’altro, s’in- 
tcndon moltiplicati tra loro; aver possono i loro esponenti , co- 
me (a-t-ò) 3 , il che significherebbe il prodotto di tre binomj e- 
guali ad a-\-b ; hanno i lor coefficienti , come 2(o-f-i) 5 , e son 
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positivi o negativi secondo clic si trovan preceduti o dal segno -f- 
espresso o sottinteso, o dal segno — . Ed in essi pure quando l’e- 
sponente o il coefficiente manchino , devesi sottintendere per 
1’ uno e per 1’ altro 1’ unità. 

1 5 9. Di qui intanto deriva i°. che essendo — (a — -y)=.... 
— 1 (a — y) , si avrà effettuando la moltiplicazione — (a — -j)— 
— a-hj ’ , e perciò è lecito cangiare i segni a tutti i termini di 
un polinomio , parche s’ includa dentro parentesi , e gli si an- 
netta al di fuori il segno negativo , e reciprocamente. Quindi 
2*. (tt — b') (c — di) = — (b — a) X — (.d — c); e poiché questi due 
li ttori negativi danno il prodotto positivo (b — a) (d — c),sarà 
dunque (a — b) (c — d) = (b — a) (</ — c) : perciò dati due fat- 
tori polinomj da moltiplicarsi , sarà lecito cangiare i segni 
a tutti i termini dell’uno , purché si cangino anche a quelli 
dell’ altro. Questa regola si estende visibilmente anche al caso 
che uno dei fattori sia monomio. Se si abbia un maggior nu- 
mero di fattori , i segni potranno cangiarsi contemporaneamente 
o a due, o a quattro, o ad un qualunque numero pari di essi: 
ma non a tre , a cinque ec. Onde se i fattori sono in numero 
impari , uno almeno di essi dovrà lasciarsi coi proprj segni. 

160. 1 rotti algebrici si moltiplicano come i numerici(6(>). 

p . a 4 4 a c m-+-n c(m-f-n) c/n-4-cn 

° Sl b 2 bz'd (ì[b-Y-dq 

Divisione Algebrica 

161. Se i termini da dividersi sono ambedue monomj , si 
comincierà dal determinare il segno del quoziente dietro il prin- 
cipio , che se il dividendo ha il seguo medesimo del divisore, il 
quoziente è positivo , se diverso il quoziente è negativo ; o come 
suol dirsi, che - 4 - diviso per ■+■ dà - (-, per — dà — 5 — di- 
viso per - 4 -dà — , per — dà -+- . Infatti supposto m il prodot- 
to di a in b, onde sia t\ e perciò 2“. — aX — b=ab 

(i 53 )~m, e 3 ”. — aXi = — ab — — m , dalla 1*. si avrà^- 
= a ( 3 1 . 4“.), positiva j dalla 2*. — a, negativa; dalla 

a . — — = — a, negativa, e — b, positiva. 
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ìGa. Stabilito il segno, erro Come otterremo il quoziente. 
Si porrà il divisore sotto il dividendo in forma di rotto ; si ri- 
durranno i Coefficienti numerici, quando si possa (5y), fra loro; 
e infine si toglieranno le lettere comuni ai due termini se sono 
con esponente eguale , e se lo hanno diverso si toglieranno dal 
termine ove lo hanno minore , e si lascieranno nell’ altro , macoli 
esponente eguale alla differenza dei due primitivi. Così trovere- 
mo 'ia^bf : gab 7 c r> — ^ ; 8 a 3 i 5 c: — fiab^c 2 — — ; ia 2 c: 3oc 

== — . Infatti i due termini del rotto hanno per elementi 
o fattori comuni a, c : posson questi dunque togliersi dall’ uno 
e dall’altro (5ss) senza alterare il rotto , che allora diviene 


Così si ragioni sugli altri esempj . 

i63. Si osservi i°. che se la regola precedente porti g do- 
ver togliere le lettere tutte del numeratore , nè queste abbiano 
alcun coefficiente numerico espresso , converrà lasciare in loro 
luogo il coefficiente ì , che non può in quel caso rimauer più 

sottinteso ( ì do). Così — ---r-, si farà =— — . Avvenendo però 
s ' ' 3a'iV 3 abe' r 


il caso opposto non sarà necessario lasciar l’unità nel deno- 

• | , 2 ub*c* - la b 

minatore: cosi avendosi — porremo aa&e non — . 


2 °. Se la lettera connine ad ambedue i termini abbia e- 
sponenti algebrici, è in libertà di lasciarla nell’ uno o nell' altro. 

Così in lui go di ~ potrà scriversi a m — " , oppure — - . Anzi 

questa medesima libertà si estende pure al caso dagli esponenti 
numerici , purché si avverta al segno dovuto alla lor differenza , 
che dovrà esser negativo quando voglia lasciarsi la lettera nel ter- 
mine OY’ha l’esponente minore. ( 1 8II°.) Così si farà -^L= 

1 4 aV 4 a'c 

3 

- a~ ■’ic -1 . Tuttociò è stabilito da ricevuta convenzione. 

164 . Di qui 3°. poiché e — ~ A sono equivalenti potrà 

dunque trasferirsi una lettera da un termine all’altro del rot- 
to , purché se ne cangi il segno all’ esponente. Perciò a~~ m — 
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— ( 54 ) == — . cioè 4°. ogni quantità con esponente nega- 
tivo rappresentai’ unità divisa per la quantità stessa conl’e- 
sponente reso positivo. Inoltre^ = a m X a~ m =a m — m =a°: 

onde 5 °. ogni quantità con V esponente zero rapjirescnta il 
quoziente che darebbe divisa per se medesima, cioè V unità ; 
il che è pienamente conforme a quanto altrove dicemmo relati- 
vamente a questi esponenti ( x 4 1 )• Infatti se in Saz a si ha^°=i, 
è chiaro che 3 rzz°= 3 «. 

i 65 . I polinomj si dividono come i numeri composti nel- 
l’aritmetica ( 35 ), ma prima si ordinano per una lettera stessa 
il dividendo e il divisore ( 1 47)* dosi se debbo dividei c i-ia'b* 
a 2 h ' — -a 'b — 1 3 aA‘ -t-66 5 -+-a 5 per òb 3 — \ a 2 b+a 3 — lab* , 
ordino per a, con che il dividendo diviene a 5 — qaf'b-hildb* 
-4-rt 2 ^ 3 — i iab' -H 3 Ò 3 , e il divisore a 3 — 4 db — lab 7 - -f- 3 è 3 . 

Ciò eseguito osservo, come nella divisione numerica, quaute 
volte il primo termine a 3 del divisore entra nel primo d del 

dividendo, ossia divido questo per quello, ed ho — =a" , clic 

pongo per primo termine del quoziente. Quindi moltiplico que- 
sto primo termine per tutto il divisore, e con le solite rego- 
le ( x 49) ne sottraggo il prodotto dal dividendo 5 il che fallo, 
ho di resto « — idb-ì-i^db' 1 — la^b 3 - — 1 ìàb'* H-fc’U 3 . 

Su questo resto rinnuovo coll’ordine stesso l’operazione: di- 
vido cioè il primo termine - — 3 db per il solito a 3 primo ter- 

mine del divisore, ed ho — ; — =& — lì ab , secondo termine del 

a 3 

quoziente. Per esso moltiplico il divisore, sottraggo dal resto 
avuto il prodotto , ed ho dia 0 , resto aa 3 ò 3 — tìa ? b' — /\ab l -{-(ib > . 
Proseguendo nel modo stesso, divido per il solito a 3 il primo 

2 a}b* 

termine 2 a?b 2 di questo resto, ed lio— ,- = a£ 2 , terzo termi- 
ne del quoziente; c come il prodotto di questo nel divisore 
sottratto dal resto precedente noli dii avanzo alcuno, il calcolo 
è terminato. Eccone per esteso il prospetto. 
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| a*— 3ai4‘2i* 

aP—ia'b — 2<i& a -f-36* / <* 5 — 7 a''b-\-\2a}b*-\-d*b' — 43<zò*-+-65 5 

4°. prodotto sottratto — a i -\-4a*b-+-'la}b % —3d*b' 

4°. resto — 3a4£-+-44a'&*— 2a*£'< — <3 o£*-H>A 5 

2°. prodotto sottratto -4-3 a*b — \2a*b* — 6a*b* -f-9/zA* 

2°. resto 2 a}b* — Ha y b'— Aab H-66* 

3°. prodotto sottratto — 2ri 3 A t -4-8«*ò 1 -|-4aò‘ — f y&s 

3°. resto 0 

Moltiplicando il quoziente totale avuto per il divisore, tor- 
na il dato dividendo. Dunque 1' operazione è sicura (3 1 ). 

466. Ma volendone una più convincente ragione, si osserverà che attesa la 
legge già dichiarata (457), e in forza dell’ aver precedentemente ordinali il divi- 
sore e il dividendo, il primo termine a 5 di questo deve risultar meramente dal 
primo a} di quello moltiplicato nel primo del quoziente. Dunque all’ opposto dal 
divider l'un per I’ «altro quei due primi termini deve necessariamente nasce- 
re il primo del quoziente. E se questo si moltiplica per tutto il divisore e se ne 
toglie il prodotto dal dividendo, ciò che avanza sarà evidentemente il prodotto di 
tutto il divisore in tutta quella patte di quoziente che rimane a trovarsi. E come 
quest' avanzo è già ordinato per la stessa lettera del divisore, il suo primo termine- 
goderà della proprietà medesima di quello del dividendo, cioè diviso perii primo 
del divisore, darà un termine del quoziente. E sottratto dall'avanzo precedente il 
prodotto di questo nuovo Lermine nel divisore, ciò che resterà sarà, come sopra , 
il prodotto del divisore in quanto rimane di quoziente, ec. 

467. Allorché il primo termine del divisore R ha un coefficiente p non 
stimimi Ihplo di quello del primo termine del dividendogli quoziente ed i resti ri- 
sultano frazionar), c l'operazione riesce fastidiosissima. Potremo evitare la noia 
se supposto n il numero dei termini dovuto al quoziente (470), moltiplicheremo il 
dividendo A per p n , e divideremo infine per u n il quoziente completo ottenuto. 
Iniatti cangiandosi il dividendo A in Ap n f crescerà pure nello stesso rapporto il 
quoziente: convicn dunque dividerlo per p n , onde ridurlo alano vero valore. D’al- 
tronde è visibile, che per natura dell’operazione e dell' ipotesi , il primo termine 
p i del nuovo quoziente risulta multiplo di p n — *: dunque altrettanto avverrà del pri- 
mo resto Rt-=zA\i n — piB\ conte per eguali ragioni i successivi resti R% /Jv ..R ri- 
sulteranno r espelli va meute multipli di p n — *, u« — 1 . . . . pn — «.Quindi niuno dei 
quozienti eh*; parzialmente si ottengono dalle successive divisioni di ciascun resto 
per R risulterà frazionario. 

Che se u n fosse un numero troppo grande, potremo semplicemente molti- 
plicare in principio A per p, e quindi di nuovo per a ciascuno dei resti a mi- 
sura che vanno ottenendosi; se non che in luogo di divider per tutto il quo- 
ziente , dovremo allora divider per p il primo termine, per rx a il secondo, ec; e 
I’ ultimo soltanto col resto tinaie per p n . Infatti il dividendo A non essendo mol- 
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tìplicato che per fi, darà nella prima divisione un quoziente ed un resto solunto a 
volte più grande del vero : dunque il primo termine del ‘quoziente non dovrà di- 
vidersi che per fi. Il resto nuovamente moltiplicato per fi diverrà fi’ volte più 
grande del giusto, e darà del pari un quoziente ed un resto fi* volte maggiore del 
vero : il secondo termine del quoziente dovrà dunque dividersi per fi’ ; e cosi per 
le stesse ragioni dovranno dividersi respettivaraenteperfi 1 , fi*, ec. i quozienti suc- 
cessivi, e per fi n il resto finale. 


168. Osserv. I. Il prodotto del divisore per le quantità 
che si vanno volta per volta segnando in quoziente , può dar luo- 
go a qualche tennine non simile a veruno di quelli che si tro- 
vano o nel dividendo o nei resti. Questo si porrà allora di se- 


| a ' — flm+m' 


a'-Hn 1 


a-+-m / 

—a'm, 
t u . resto O-Hn 5 — «’m 
-i-a' 

2°. resto -4-m’ 0 -Him’ 


guito o all’ uno o agli altri in ultimo 
luogo ; ma continuando la divisione si 
avvertirà di considerarlo come primo , 
qualora la lettera per cui si è ordina- 
to, abbia in esso un esponente mag- 
giore che negli altri. Si veda l’esem- 
pio qui apposto. 

16‘c). IL. Allorché il dividendo non è realmente un multi- 
plo del divisore, i termini si riproducono in infinito, nò può 
aversi esatto il quoziente. Ma dovunque l’operazione si tronchi, 
dovrà sempre aggiungersi alla destra del quoziente l’ultimo resto 
. i a 8 

con sotto il divisore ( 3 oì. Cosi =1 — a 2 -+-a 1 ' — a R -l . 

' t-t-a* 1-H*’ 

170. III. Allorché il dividendo è più grande del divisore, 
il che s’intende aver luogo quando il massimo esponente della 
lettera ordinatrice è maggiore nel primo che nel secondo, l’ope- 
razione per lo più si prende come terminata, subitochè s’ incon- 
tri un resto più piccolo del divisore, o nel quale il massimo 
esponente della lettera ordinatrice sia minore almeno di un’ unità 
che nel divisore. Cosicché se questa lettera non oltrepassi nel 
divisore la prima potenza, l’ ultimo resto, o quello a cui potre- 
mo arrestarci , non dovrà contenerla. E se i massimi espouenti 
del dividendo e del divisore differiscano di una, due, ori unità, 
il quoziente sarà di due, di tre, o di n-f-i termini. 

171. Se la lettera ordinatrice abbia coefficienti algebrici 
044 ), l’operazione può divenire assai più laboriosa, inquanto 
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che la riduzione dei termini simili, che ha luogo appena fatta la 
sottrazione dei prodotti, può spesso esigere l’ applicazione del me- 
todo accennato al num. 1 44 > conche cangiandosi in polinomj i 
nuovi coefficienti dei resti, il calcolo successivo perde infinita- 
mente della sua naturale facilitk. Se ne prenderli agevolmente 
un’idea dall’esempio, benché seni- x+A a 

plicissi i o.che qui di fianco ponia- *+« 
mo. Vero è clic con qualche pie- 0 x ( A—a'yÀt 

cola industria la complicazione può — X A — “) — “( ^ — n ) 

niolto diminuirsi. Eccone un saggio t—a(A a) 

nella ricerca seguente , la quale è d’ altronde per se medesima 
di grande importanza ; ed avremo occasione di lame assai buou 
uso io appresso. 

Debbadividersi per x — a il polinomio x m - S t-Ax m — l -\-Bx m 3 
-hCx m — i -hl)x m — ec . . -\-2'x ì -k-Zx->r-Q, ordinalo per x e 
completo, e iu conseguenza con m-t-i termini ( 1 4 7)' hi luogo di 
operare col metodo precedente , che in questo caso riescirebbe 
complicatissimo, se per comodo di calcolo, avuto il primo ter- 
mine del quoziente e il primo resto , si ponga A , in luogo di 
a-bA , ottenuto il secondo si ponga A% in luogo di asl x -b/>, 
ottenuto il terzo si ponga Ai in luogo di aA % -t -C , e cosi suc- 
cessivamente A k iuluogodi aAi -bD,Ai in luogo di aA k -t-Zi, 
otterremo in primo luogo in quoziente x m ~ t -bA 1 x m — 2 -+-., 

Aix™— ì-^AiX m — -4- ec + —, ove abbiamo posto 

A m per numeratore del rotto, ossia per resto finale della divi- 
sione (3o) , in quanto che nei casi particolari di 7/1= 1 , m — , 
m — i, ec. si troverà, come può agevolmente verificarsi, es- 
sere A. , A , A., ec. ; d’onde è manifesto che nel caso di m 
qualunque, sarà legittimamente rappresentato con A m . 

Ciò fatto per passare dal quoziente cosi avuto a quello clic 
ottenuto si sarebbe usando il metodo di divisione ordinario, al- 
tro non resterà che trovare c restituire in luogo delle quantità 
A i , A^ , A a oc. introdotte ausiliarmente, i loro elidili i va- 
lori. Ora poiché abbiamo posto A t in luogo di a-*- A , sarà dun- 
que A t =a-\-A , come per la stessa ragiono yl r 9 — a A t - 4 -/?, 
A — aA À -4- C, ec: e poiché y/, entra iiqI valore di A, y A % 


r 




«Diqjtized tjy Cjoogle 




8 1 

in quello eli A. à ec. , sostituendo gli uni negli altri questi valori 
ed effettuando le convenienti moltiplicazioni , avremo 
A i zzzei— 4- A 

A a z^aAi B ~ a(a-\-A)-+- B =a* -4- a A - 4 - B 
Aiz^fiAt "I" C — — u (tì* “t - uA - 4 - B ) -f- C^^u^ -f- u* A uB - 4 * C 
A\^aAi-\- D=^a (a* -+• a* A -4- aB -Y-Cy\-D~a* -4- a 1 A -4- <** B -\~aC~\-D 
valori di cui è assai chiaro 1’ andamento , e che facilmente pos- 
sono continuarsi a piacere , anche senza aiuto di calcolo , attesa 
appunto la legge manifesta con cui procedono , osservaudovisi 
i°. che tutti sono ordinati per a ; 2 “. che il massimo esponen- 
te di a corrisponde in ciascuno all’indice da cui sono respetti- 
vamente affette le A; 3°. clic i coellìcienti di A, B, C, D ec. 
sono gli stessi e in egual modo disposti '■he quelli del polinomio 
dato, e ne sono uno in A t , due in A 3 , tre in A. ò , di maniera 
che può concludersi che continuando si troverebbe 

A 5 -4“ Au 1 -+- Bu^ — Cu* -f- T)u -f» E 

Ati~ « fi -h A a* -4- Ba* - 4 - CV -f- Da' - 4 - Ea + F 
ec, ec. 

Ed anzi potremo anche giungere fino ad a. segnare la forma del 
resto finale Ani . che secondo le precedenti leggi dovili comin- 
ciare con a m , avere m-t-i termini, quanti perciò ne ha il po- 
linomio dato , e quindi tutti i coefficienti A, B, C ec. del me- 
desimo, dal primo A Gno all’ultimo il. Sarà dunque vi m 
n m -+• A a m — 1 -4- Ba m — 2 -4- Ca ,n ~' 3 -4- ec. -+• Tu 2 -4- Za -4- il, 
cioè lo stesso clic il dividendo dato, cangiatovi x in a- 

172 . Spesso è dato un prodotto ohe bisogna risol\ ere nei 
suoi fattori. Quando uno di questi sia monomio si ritroverà fa- 
cilmente osservando ciò che ciascun dei termini ha di comune 
cogli altri, sia nei fattori dei coefficienti, sia nelle lettere cloro 
respettivi esponenti. Cosi in ga 3 6 3 — i 8 n 2 ò 5 H-iSnVi ' 1 — Sali 3 
vedo che ogni coellìeiente è multiplo di 3, e che in ciascun ter- 
miue è contenuto il prodotto a 2 h 3 . Concludo che 3 a^b 3 è fatto- 
re di tutta l’espressione. Divido allora por 3 <i 2 Ò 3 , ed hi) per 
l’altro fattore 3rt— f7 > 2 H-Ba’ò — - 1 . Sarà dunque il polinomio 
dato^dflé'ò 1 (3« — db 2 -+-5a 2 6 — 1 ), come può verificarsi ese- 
guendo la moltiplicazione. Ma se ambedue i fattori son pollilo* 
Tom. /. (ì 
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mj , non vi è regoln generale per rintracciarli : insegneremo al- 
trove come possano aversi in certi casi più semplici. 

Talvolta il metodo precedente di riduzione è applicabile ad 
una sola parte del polinomio ; ed allora si eseguisce ove si può , 
lasciando il resto nello stato suo primitivo. Così il fattore già 
avuto 3a — 6 ò*-4-5 a 2 b — 1 si cangia in a(3-+-5nò) — 6b 2 — ij 
quindi tutta la data espressione potrà ridursi a ia 2 b^ ( a (3-f- 
5 ab~) — 6b 2 — 1 ). Queste forme sono nei più dei casi assai como- 
de, e sempre eleganti e preferite, specialmente se si tratti di ri- 
sultameuli (inali. 

1 ^ 3 . La divisione dei rotti algebrici per interi o per altri 
rotti , o d’ un intero per un rotto , si eseguisce come nei nume- 
ri ( 70 ): così si divide — per — scrivendo : si divide — per 

' Il * t tu c r 

scrivendo -——*== - — si divide x per - scrivendo — : 
e tra Acni r q p ’ 

si divide per a scrivendo ~ E qui osserverò di passag- 
gio che potendo farsi ( 1 5 9 ) , a — x=— (x — a), b — x= — 
(x-ò), «rà— ( 161 ) perco tu qua- 

lunque rotto algebrico potremo cangiat e i segni del nume- 
ratore o di un suo fattore qualunque, purché si cangia quelli 
del denominatore o di uno qualunque dei suoi fattori. 

1 74 - Questi rotti si riducon poi all’ espressione più sempli- 
ce decomponendo nei loro fattori il dividendo e il divisore e 
togliendone i comuni ad ambedue [$']): così, poiché x 2 -+-px=^ 

x (jx-\-p~) , e brnx -4- bmp = bm (x-4-p) , sarà — — - • • • 

x(x-+7>) * 

bnifxA-p) bm 

475. Può ancor farsi uso della regola del massimo comun divisore (38). Ma 
per applicarla coti maggior facilità avverto , che delle due quantità proposte posso 
dividere o moltiplicar P una per qualunque quantità che non abbia alcun divisor co- 
mune coll’ altra; ciò, come è chiaro, non altera il divisor cercato, che per ipotesi de- 

B 42x*— 4 5nx-t-3a* 

ve esser comune ad ambedue, Sui il rotto —}==•—— — ; osserva 

■i» — bar ’-t-ia’x — la’ 

4°. che B può dividersi per 3 ma uou A, e A per 2 ma non B ; divido 'dunque o 
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viene -7 = - 


4x ’ — 5 ax-f- a’ 


83 

— 3^1 3rtx*-Hi’x a*" : ^ ChC rPr P ° lCr (,ivil,cre A ' Per jB, giusta il me- 

lalo (58), tornerebbe assai comodo moltiplicar A, per 16 (167), e ciò può l'arsi, 
giacché 16 non ha alcun divisor comune con B,-, moltiplico dunque, e poi dividendo 
resta R,—ì9tt'x — 19 a': 3°. che R, può dividersi per 19a’, ma non B, ; divido dun- 
que, ed R, si cangia in x — a, per cui dividendo B,, nulla avanza; dunque x a è il 

l2x — 3a 


massimo comun divisore del rotto dato che ridotto diviene 


0 


6x’4 -2<t* 


176. Fatto x=a, il rotto proposto si riduce a — , mentre il rotto ridotto si 

. . 9 , 0 9 0 

cangia in — . Sara dunque in questo caso — — — . In generale la forma di - che 


8 a 


prende un rotto qualunque — quando si dà ad x un valor particolare a, indica 
che i termini P , Q hanno per comun fattore x — a. Potremo dunque dividergli per 


x—a t e formato il nuovo rotto equivalente —, da questo fattovi xxxn. avremo il 

V' 

valore coerente in ciascun caso all’espressione - . Che se x=a riduce a - anche > 

0 0 Q, 

concluderemo che x — a è rimasto fattore anche di P, , Q, , e che era perciò due 

volte almeno ripetuto in P ed in Q. Potremo dunque o dividere per (x— a)* il rot- 

... . ' jP. „ p 

to primitivo, o rinnuovare sopra — l’operazione fatta sopra — , il che conti- 
vi Q 

nueremo pure sui rotti successivi lincile avrà luogo il medesimo caso. 

„ . P x*— 3x-f-2 0 

t.s. 1. aia ^ — — ~ ; che diviene — quando is 1 . Fatta la divisione per 

. . . P. x — 2 , . i 

V' x-H b 2 


. 0 „ 

che x=a cangia in - . Poiché (221) x« — a” = 
ma m ■ (*_*,) +m m— *(x— a)*+ ec. .. . -4- (x — n)“; sarà P, = 

x — a 


Es. II. Sia 

(J X* <!« 


2 


m(m — i) 

’ mam 2 " a m ec. (x— a}*—', che fallo xz=a % diviene 

ma* 1 . Nel modo slesso Qi fallo x^za , diverrà 1 f e quindi avremo per il 

. m 

valor cercalo — u* — ». 

x* — 3x f H-4 


Es. HI. Sia—. 


0 


Q ~ x4_l7x’4-36.r_20 che d ' V ' enc J con x ~ 2 F * lU U divisione 


P, 


x’—r— 2 


per x— 2, ho — _ > cfiex — 2 riduce parimente a ~ Di- 

vido di nuovo, cd ho 


X*-Hx— : 


, che con x=2 dà — 
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177. Può accadere che il fattore x = n sia più volte ripetuto in P che in Q , 
o viceversa; ed allora questo fattore rimanendo necessariamente o nel numeratore o 
nel denominatore del rotto finale, renderà ° eguale a aero o all’ infinito. L’espres- 
sione « è dunque per se stessa vaga e capace di un’ infinità di valori secondo la di- 
versa natura del rotto da cui deriva, e può esser finita, nulla ed infinita; e nel solo 
caso di P =Q eguaglia l’unità. Del resto il metodo che abbiamo indicato per de- 
terminarne il valore non è applicabile, nè da seguirsi se non qualora sia possibile o 
comodo di effettuare la necessaria divisione. Il calcolo diffetenziale supplisce con le 
bue regole negli allri casi. 

Decomposizione dei rotti algebrici razionali 


178. Abbiasi un numero m di rotti della forma 


. , -, ec.,o dell’altra 

x—f x—g x—n 

A t B ? ec . coi numeratori A,B,C,e c. costanti cioè in- 

* (x — a) m ' ’(x— 

dipendenti da x, e £ ne rappresenti la somma. È chiaro che nel primo caso avre- 
mo <?=(*-/) (*-*) (*-*> <*•; — d0 <?*(*—)"* e neU ’ u " ca “ c 

neU’ altro il numeratore P sarà un polinomio di m termini della iorma òr™ ' 
-t- ec., ove 1°. la massima dimensione di x sarà di un’unita 
almeno minore che in Q, e perciò il rotto potrà chiamarsi proprio rapporto ad x; 
2». il numero dei termini, e quindi quello dei lor coefficienti ti, H K ec. non po- 
trà eccedere il numero m dei rolli dati, o dei numeratori A, B,C ec.; 3 - nella 
composizione di questi coefficienti non entreranno che i numeratori A B, ec. , 
con le quantità /, g, A.ec. nel 1”. caso, e con me le diverse potenze d. u nel 2 . 

179. All’opposto un roUo razionale e noto - , proprio rapporto ad x, potrà 

sempre evidentemente decomporsi in rotti parziali o deUa prima o della seconda 
forma o dell’ una insieme e dell’altra, secondo che i fattori semplici, ossia d. primo 
grado, in Q saranno o tutti ineguali, o tutti eguali, o in parte ineguali e in parte 
eguali. Determinati, quando riesca, questi fattori si avranno così tulli i denomina- 
tori dei rotti di cui trattiamo, e quanto ai loro numeratori, comecché indipendenti 
da * potremo sempre conoscergli col metodo dei coefficienti indeterminati, ridu- 
ce., di prima tutti i rotti al commi denominatore Q, togliendo quindi Q da, due 
membri dell’equazione, trasportando e collocando nelle relative colonne ciascun 

termine d, P , ed eguagliando infine ciascuna colonna a zero. 

Ma nei più dei casi sarà più comodo il metodo seguente. Abbiasi in primo 

luogo Q=(x_/X*-*X*- ft > ec - P ,oJolU ' di taUorÌ Seml ’ hC1 tUtU ' neS ' 

P A B C 

*- h 


ec. e per determinare A numeratore del 1°. rotto 
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A R , 

- — — , si rappresenti con y la somma dei rolli rimanenti; sarà S=(x — §)(. r — h) 

P P A R P 

ec.,Q=S(x—f), c quindi — = - — = +— i d’onde infine A= — — 

V X x —J ) x — f S o 


P(*-D 


. Or poiché A è indipendente da x, il primo membro di quest’ ultima 


equazione si conserverà lo stesso qualunque valore particolare sia dato ad x nel se- 

Pt P 

condo. Pongasi dunque x==/* c sia — il nuovo valore che prende allora — . E e- 

•ji S 

P' 

ridente che in questo caso e quindi in lutti gli altri si avrà A = — — . Nel mo- 
lli 

do stesso determineremo B ponendo S (r — ■/") (.r — h) ec. ed x=g; C ponendo 

2x 3 

S—(x—f)(x — g) ec. ed xxxh, ec.. Cosi dato il rotto ; — — avremo P—2x — 3, 

P A B C 

ed x, x — 2, i-H per fattori di Q ; porremo dunque — — ( p , 

Q x x — 2 x-pl 

e quindi per conoscere A, faremo Sz=(x. — 2)(r-pt), e posto x = 0 in P ed in S, 

3 

avremo Pi— — 3, Si=—2 ed A — —, Per B sarà 5=x(x-pl), e fatto ±=2 

si avrà Pi — \ , S,=6, e Bz=— ; finalmente per C sarà S—x(x — 2) e fatto x r=: 

5 2x— 3 

•—1 avremo P i r~- -5, »Si=3 e quindi — . Sarà dunque — ■ — — 

3 x’ — x* — 2x 

3 15 

" 2 “ •+■ come può verificarsi conia somma. Nel modo stesso tro- 

x’-f-x-H 1 1 1 

Veremo — . = — p p . 

(x’_l)(x-+-2) 2(x-pl) 2(x — 1) x+2 

180. Oltre i fattori ineguali x — f, x — £ , cc. abbia Q uno, o più fattori del- 
le forme (x— a) m ,(x — b) n , ec. prodotti di m fattori eguali ad z—a, di n eguali ad 

, D P A B A. A , 

x — b ec. Porremo 1 p ec -p - p - _p' 

V x —f X ~R (x— a)"> (x— u)m— • 

Ai B,B, 

a y- ~~*~ ec ' ^ r — ~ iy,~i cc - : 5 ’ determinino col metodo precedente 

i numeratori della prima serie, ossia con denominatori ineguali, e passando quin- 
di a quelli «Iella serie seconda, si rappresenti con — la somma di lutti quelli dell’ 

i> 

P P 

altre due; sarà S—(x— g)(x — /) . . . X (*— i)",Q=S(x— a)", e - = -- — = 

o(x — a ) m 

* Ai A, Ai , P R(x-*) m 

S (^3- + MÌ3 + “• Di ‘ im S = J— + 
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i 

A,-)- A,(x—a)-+-Ai(x—ay-\-e c., ed A . sarà evidentemente ciò che divicn — 
quando vi si pone x=«. Conosciuta in tal guisa A,, si trasjmrti nel primo mem- 

P A S 

Lro clic diverrà allora — ; e poiché il secondo resta lutto multiplo di x — a, 

dovrà P~-AiSe sser divisibile per x— a. Fatta la divisione e chiamato Pi il cjuo- 
^ A*-+-Ai (x— a) -+- ec. e sarà A, ciò che 


zi ente, avremo 


diviene —/(piando vi si ponga xxxa. Trasportando nei modo stesso A», e cangia- 
ti 

to cos ', in il primo membro dell’ultima equazione, dovrà P.—A.S 

s 

poter dividersi esso pure per x— a; e fatta la divisione e chiamato P, il quoziente 

p 

saia Ai ciò che diviene -x‘ posto x = tf : e così continuando determineremo 

O 

Ai ec. Col metodo stesso, ripetute le medesime operazioni, troveremo B,, B, ec. 

P x'-f-x*-r2 ^ r . • J ^ t 

Sia — v * Decompongo questa frazione in h; 

Q x(x— 4)’(x+4)> ‘ b 1 * (*—<)* 


A. 


B. 


_ _^L; salì intanto Pa=xM-xM-2; eper determinare A fat- 

x — i (x-M)* x-l-1 

to ó'=(a l)>(x-H)> ed x = 0 in P ed in S avremo P = 2, S—\ ed A— 2. Per 

P P 

dctcrnuilare A i ed A , faremo 6=x(x+l)’, Q^xS(x— 1) , e — r ^ * 


A, 


-4- 


A> 


R 

.V ^ (a— ( )* ' r— 4 


d’onde % = R( - X . - A.- 4- A,(x— 4 ) ; e fatlox=4 

O ò 


in P ed S avremo P= 1, S=4 ed A, = 4. Dunque P—AS= x 3 -4-x»-+-2— 

P,_ 

x ( L -\-iy i quantità clic ridotta e divisa per x — 1, darà P ■ — — x — 2 , onde . 


— x— 2 
x(x-4-ty 


Di qui fatto r = l avremo A,z=. Per determinare B,, B, fave- 


xM“X*-4-2 


ino 6'=. x(r — 4)% e quindi — = ~ - — ---f , che posto x=r— 4 dà B, ; 

O X^X— 1 ) 

dunque P—B,S= j (3x’-4-*-4-4), che diviso per x-4-4 dà P,= *(3x*_ 3x-4-4) 


3 X » 3x-4-4 n 5 

Dunque — = • „ , — ,edi qui, fatto x=_4, avremo /?*=— 


!1 l 

s 


2x(x — 4)’ 

481 Abbia in terzo luogo Q dei fattori di secondo grado della forma .r s -f- ... 
m x- 4 -H. Ciascun di questi essendo decomponibile in due fattori di primo grado il ca- 
so attuale potrebbe senza diilicoltà riguardarsi come incluso nei due precedenti. Ma 

per render più semplice il calcolo pongasi x — *• — — nel dato rotto — ; il fattore 
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di cui si parla prenderà la forma di s’-f -b che decomposto nei due z-t-j/ — b , 
|/ — b, darebbe luogo ai due rotti 


K, 


i-t-j / — b z — j / — b 


In luogo d’ introdurre 


questi due rotti fra gli altri che compongono il valore di—, si ponga la loro som- 

ma la quale evidentemente avrà la forma di • Chiamata al solito — quel- 

n z*-t -b o 


, d’onde per esser Q = .. 


equazioni 


P R Az->rB 

la dei rotti rimanenti , avremo — = — -f- 

Q S l’+b 

P R / 

S{ z'-+~b), verrà — = — ( z'-+-t>) -+• Az-t-B. Fatto quindi — b e supposti 

s s 

M+Ny'—b, T±UV-b i valori che in tal caso prendono P ed ^ avremo le due 

M+-W—b „ , tiT—MU 

. — R-*-AV — b, le quali daranno A — — , ’> — 

T±uy'—b ~ r T*-+U‘b 

Qje se il fattore r’+mr+n sia p volte ripetuto, onde si abbia Q — 

T>A-U'b 

„ P R Az+R A,z-\-Ri P_ 

S (l’-f-mr-Wt)/' porremo — = — | -+- — -t- ec., d onde — — 

Q S (z’+b)P (zM -b)p—' •> 

P(-'-hby ,z+B, )(z’-t-A) -+- ec.; e quanto ad A, R si determino- 

ratino come sopra con porre — b\ quanto poi ad Ai , Ri si avranno disiden- 

do per z'-*rb il rotto - — e di nuovo facendo *=^fc V — !> Nel mocl ° 

S 

stesso si determineranno A , , R, procedendo in tutto c per tutto conforme a quan- 
to abbiamo praticato di sopra (480). Ma in tali casi le applicazioni numeriche rie- 
scon fastidiosissime: vedremo come il calcolo differenziale dà il modo di facilitarle- 


Potenze e Radici 


182. Il prodotto di qualsivoglia quantità moltiplicata una 
o più volte iti se stessa si chiama potenza. Cosi sono potenze 
a’ 1 , a?,a m ; come pure lo sono a 2 , a -3 , a m > modi di scrivere 

per convenzione equivalenti, come sappiamo ( ibi 2°.), ad ^ , a „— » 
e che rappresentano i prodotti d J una , di due , di m frazioni 
tutte eguali ad — < La quantità , clic moltiplicata in se stessa dà 


/ 
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In potenza si chiama radice. Là potenza è del secondo, terzo , 
tH sinm strado, o seconda , terza , m t,ma secondo il numero (lei 
fattori eguali dal cui prodotto risulta ; e la radice è pure se- 
coiula , terza , m iun “secondo il grado della potenza a cui appar- 
tiene. Le potenze seconda e terza si chiamano ancora qua- 
drato e cubo, e le corrispondenti radici, radice quadra, radi- 
ce cuba ; anzi la radice quadra si chiama semplicemente radice. 

1 83 . Sia dunque da inalzarsi ad una qualunque potenza m 
mi qualsivoglia monomio, come ia 2 b 3 c~' , il che si accenna 
scrivendo (ia 2 b*<T~ ] l ) m . Ciò che in questo caso si cerca è dun- 
que un prodotto di m fattori tutti eguali a ia 2 Pc~ l . Or già 
sappiamo che questo risulterà dal prodotto di un numero m di 
3 che potremo accennare con i m > e dai prodotti di un egual 
numero m di a 2 , di b 3 , di c~ 1 , che secondo le note regole di 
moltiplicazione corrispondono ad a 2m > b ?,m > c~~ m ( 1 54 ). Dunque 
(ia 2 b 3 c~ 1 ) m =i m a’ m b' m c~ m j onde un monomio s’inalza alla 
potenza m moltiplicandone per m ciascuno degli esponenti. 

1 84 - Tutto questo però vale interamente se la radice 0 mo- 
nomio dato sia positivo. Che se la radice è negativa conviene 
ancora attendere al segno che dovrà aver la potenza. Su di che 
terremo queste regole generali: \. m le potenze di grado pari 
snn sempre positive , poiché risultano da un numero pari di 
fattori eguali, ed ogni coppia di questi , anche negativi , dà sem- 
pre un prodotto positivo ( 1 53 ) ; a“. le potenze di grado impa- 
ri son negative , se è negativa la radice , poiché l’ ultimo dei 
fattori cangia in negativo il prodotto positivo dei precedenti. Così 
( — r >.d'l>) 2 =\a'"b 2 , e ( — 7 .d-'b) 3 = — 8 a'-'b 3 . 

» 85 . Può frattanto osservarsi di passaggio che essendo ( ab) m 

=u rtl b m > cd^— perciò i°. moltiplicando o dividen- 

do due potenze di egual grado, il prodotto e il quoziente 
sono due nuove potenze del medesimo grado Cosi i quadrati 
64 e 4 moltiplicati danno a 56 quadralo di 16; prodotto di 8 
per a, radici di 64 e di !\ ; divisi danno 16 quadrato di 4* quo- 
ziente delle due radici 8, a. lìeciprocamente a°. La potenza 
m" mj di un prodotto eguaglia il prodotto delle potenze nv ,,m * 


«9 

dei fattori. Così (n.r-f-.r 2 ) 3 — x 3 («-Hr.) 3 ; e 3 °. la potenza m 1,n1a 
di un quoziente eguaglia la m*""* potenza del dividendo , di~ 

( a-t-zN a (a-t-z)’ 

— — J = • 

1 86. In un modo affatto opposto all’ inalzamento a potenza 
si fa l’estrazione della radice , cioè quell’operazione colla qua- 
le, data una potenza, cercasi la radice da cui deriva. Ed è in- 
fatti evidente che se per inalzare alla potenza m , si moltiplicano 
gli esponenti per m, dovremo dunque dividergli per la stessa m, 
se vogliamo ritornare dalla potenza alla radice. E quanto al se- 
guo , in forza del già detto di sopra ( 1 84)» la radice riterrà quel- 
lo della potenza , se questa sia di grado impari ; nel caso oppo- 
sto potrà essere egualmente positiva o negativa , onde dovremo 
apporle il doppio seguo , qualora una qualche estrinseca con- 
dizione non escluda l’uno dei due. Del resto l’estrazion di ra- 
dice si accenna facendo preceder la potenza data dal simbolo va- 
dicale in seno al quale si pone il numero corrispondente al 
grado in cui è supposta esser la potenza , se pur non si tratta di 

potenza seconda , nel qual caso nulla si pone. Così i radicali 
3 5 

j/af’b 13 , J^a^b 13 , ff—ct' indicano le radici seconda e terza di 
a e 'b ' 2 e quinta di — a 5 : onde applicate le prescritte regole , a- 

5 5 

vremo ff a^b ' 2 = - 4 - affi, ^/a 6 i I2 =u 2 M , — a. 

n ™ 

187. In generale j/ a m ~a n . Ora se a m è una vera po- 
tenza n s ‘ m ", l’esponente m dovrà necessariamente esser multiplo 

d’n (i 83 ); quindi il rotto — non sarà che apparente e 1 ’ e- 

m n 

spressione a n si ridurrà ad una di quelle già contemplale (1 83 ), 
di cui sappiamo il significalo c il valore. In caso diverso l’e- 

sponente — si manterrà frazionario , ed a « servirà ad indicare 

una radice n s ‘ ma che dovrebbe estrarsi da a m , ma che non può 
estrarsi , almeno esattamente , in quanto che a m non è potenza 
dell’ n simo grado. Si è dato il nome d’ incommensurabili, sorde 
o irrazionali alle radici di quest’ ultima qualità; mentre le pre- 
cedenti si chiamano commensurabili o razionali. 
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i88. Ma benché le radici di tal natura sieno inasscgnabili, 
non per altro la loro esistenza ripugna , nè debbono supporsi 
escluse dall’ordine delle quantità. Infatti posto che dal divide- 
re m per n si abbia p di quoziente ed r di resto , sarà ( io ) 

L quantità che essendo ~y>p c<C.p-b- 1 ( 3 o ) dà dun- 
n ' h' 

m m 

que a" y aP c<^aP +> , cioè la radice a" si trova fra aP ed aP~^' , 
e quindi ha innegabilmente un’esistenza reale. Vedremo in 
breve come possa aversene il valore approssimato quanto si voglia. 

m 

i8q. Non cosi del radicale j/ — a n quando mò pari : poi- 
ché se non può esistere e per natura ripugna una potenza pari 
negativa (184.1°.). sarà del pari insussistente e ripugnerà la sua 
radice, nè potrà in modo veruno annoverarsi fra le quantità , 
qualunque ne sia il genere, l’ordine e la grandezza. A radicali 
di tal natura è stato attribuito il nome di immaginar j in op- 
posizione alle quantità esistenti o possibili , che tutte si chia- 
mano reali. E siccome il loro simbolo mentisce l’ aspetto di u- 
na vera quantità , perciò l’Algebra gli assoggetta indistintamen- 
te ai suoi calcoli , e vedremo come ne trae un eccellente partito 
per denotare o l’assurdità di un principio o l’ incocrenza di una 
capricciosa condizione , che sia malamente stata presa per am- 
missibile e vera. Ecco frattanto alcune delle regole da tenersi tanto 
rapporto ai radicali irrazionali, che agl’ immaginarj. 

m J u_ mn 

ìqo. Poiché p / o=rt m (i86)= a" 1 " = 1/ perciò un ra- 
dicale del grado m si riduce al grado n\u, purché si alzi alta 

potenza n la quantità sotto il segno , e viceversa. Così . . . 

s 6 9 4 

j/ a 2 b =j/ a'b'~V db*, come all’ opposto ]/ d'b 2 ~—\/ a*b. 

it)x. Quindi due radicali dei gradi ni, n potran ridur- 
si al cornuti grado mn, elevando respettivamente alle poten- 
ze n, ni le quantità sotto l’ uno e l’ altro segno radicale. Cosi 

3 5 I 5 I s 

Va 1 , j/A* si ridurranno a V a'°, V b l 2 . 

m 1 x m ni 

192. Poiché j/aò=«'"ò (1 86)— V U V b, perciò il radi- 

cale di un prodotto egiuiglia il prodotto dei radicali dei due 
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4 4 4 4 

fattori , o reciprocamente. Cosi y a 3 &’ —V V 3 *=( 1 86)^ a 3 X 

5 3 3 

y b . come all'opposto j/ 2 a l f/ 34 = \/(òa*b. 

m m m m 

i j) 3 . Quindi poiché b=y b m sarà 4 f / a=J^ 5 /n j/«= .. 

m 

y ab m , e perciò jui coefficiente razionale può sempre intro- 
dursi sotto il segno radicale purché s’ inalzi alla potenza cor- 
rispondente al grado del radicale. Cosi b f/ a = y ab 2 ; 

3 3 

iay a=y 'i’ja.i. All’incontro se tra i fattori della quantità sot- 
to il segno ve ne sia alcuno con esponente eguale al grado del 
radicale o multiplo di i sso , potremo estrarnela radice corrispon- 
dente, e porla per coefficiente al radicale. Così y ab 2 =by a', y a* 


= y aa 2 =ay a ; y 8a 3 6 5 =J/ t\a 2 b'* X iab=o.ab 2 y lab. 


x rn 

7(186)=— , 


194. Inoltre y — = — - ( 1 86) ; 

b « 


cioè il quoziente di 


due radicali eguaglia il radicale del quoziente delle due quan- 

l/g g 

tilà sotto il segno radicale , e viceversa. Così jpr = |/ — =, .. 
,, . l/2l<i , 2ta 3 a 


fm \" ( IN" 2 m 

195. Parimente = V«”V =a m — fd a n , cioè 


un rn- 


en/e rfi qualunque grado si alza alla potenza n sima ele- 
vando ad n la quantità sotto il segno. Così (j/ a) 3 = f / « 3 = 

3 3 3 m m m 

a.y a-, (}/ 2 ab 2 ) 2 —}/ /\a 2 b' { — bj/ /\a 2 b(igò), c {f/ a) = 


m 

a m =a; dunque per alzare alla potenza m , ‘ ma un radicale pur 
ilei grado in s ‘"'°, basta sopprimere affatto il segno radicale, 
m s 11 \ ni s _j\ ma 

196. Infine f/ {j/ af-f/ \a“ ) = a n,n =jda , cioè si 

estrae la radice m s " na da un radicale dell’ n u " w grado cam- 
biando nel prodotto mu l’indice m del radicale. 

197. Osserva/, ione. A tulle le precedenti conclusioni, im- 
mediatamente dedotte dalla natura stessa dei radicali, si sarebbe 
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egualmente pervenuti , ricucendo i radicali a potenze fraziona* 
rie, e applicando ai nuovi esponenti le regole date in più 
luoghi riguardo agli esponenti interi. Queste regole son dun- 
que comuni all’uno e all’altro genere di esponenti, e po- 
tremo sempre ricorrervi , qualora o non si abbiano ben presen- 
ti i principj <ì u l esposti, o s’incontri qualche difficoltà nell’ ap- 

_ 3 4 

plicarli. Così troveremo y ab xy ab^ = n 3 ù 3 Xa 4 ù ? = ( 1 44) 

1-4-1 l-f- 3 7i3 7i la 

a 3 b y a . b 

ìqX. Veniamo adesso agl’ immaginar] , e consideriamo il 

m 

radicale y — a nel caso il più semplice e insieme il più impor- 
tante, che è quello dim= 2 . Poiché —a=aX — i sarà j/ — 

r lfl X — i)=(i86‘)n 2 ( — ì ) 2 =y / aj / — ì , ove il primo fattore è 
reale e soggiace perciò alle regole precedenti : onde tutte le av- 
vertenze relative agl’ immaginar] si ridurranno a quelle che ri- 
guardano il radicale j/ — i. 

Or siccome j/ — i ha per quadrato — i (i<}5) sarà j/ — i X 
V — 1 ={V — i ) 3 = — ì . Dunque (J/ — i) 3 =(j/ — ì ) 2 |/ — 1 = 

—V— i i(V~ 0 4 =»(f^— 0 2 X(^— i) 2 =— i X— 1=1 j .. 

iV' — i) r ’=(l/ — i — 1== V ' — ' > e in generale (f/ — 1 ) 2 "= 

— *» e (V — ì) 2 '*" 1 -’=±l/ — i > preso il segno -+- se n è pari. 

199. Dunque altresì J/ — a y — b=y a \/ — 1 j/òf/ — 1 = 
ab {\/ — 1 )*= — y nò; così se a=m,ù=*8, avremo X 
y — y = — y 16= — 4 » rea I e Parimente Y — nj/ — bXY — c= 

— y aby cy — 1 — — y abcy — t. Onde se a— 2 , ò = 3, 

c =6 S'rà y— 7 .y— zy— y my— 1=— r>y— 1, im- 
maginario. E generalmente il prodotto di più fattori immagi - 
narj sarà immaginario, o reale secondo che il loro numero 
sarà impari o pari. 

200. Sembrerà torse incoerente o almeno inconcepibile che «la (piantila imma- 
ginarie possano derivar prodotti reali, c che sia per esempio j/ «j/ 

ma deve osservarsi che — \/ ab è reale se astrattamente si considera come una sem- 
plice quantità negativa , o come il prodotto di due fattori di segno ineguale. Ma co- 
me prodotto di due fattori di segno eguale è immaginario , e in tal caso non può 
aver che faUori della sua stessa natura, cioè immaginar)'. Parimente la quantità 1 


<)3 

i reale presa come l’unità negativa, ma come quadrato è immaginaria, nè può 
prodursi che da radici immaginarie. 

201. Infine = 1/ jjcndei^uo- 

ziente di due immaginar j è reqle. 

202. Si debba ora alzare aH^ potenza m si,na il binomio 
arjrb} e sia primieramente m— 2 . Avremo [a-±zb) 2 ^=>{a-^:b){a-±-b) 
=m 2 -4-2oZ> 4 -b 3 , ondò la potenza seconda , o il quadralo di un 
binomio a-*-h, si compone di tre termini, cioè del quadrato 
a 2 del primo termine a della radice, del doppio prodotto -*-2ab, 
del primo a nel secondo -*-b,e del quadrato b 2 del secondo, 
I segui son tutti positivi , se i due termini del binomio bau se- 
gno eguale ; se lo han diverso , il medio è negativo. 

203. All’opposto se dato il quadrato vogliasene la radi- 
ce, converrà avanti ordinarlo (147), e quindi, estratte le radi- 
ci dal primo e ultimo termine, la loro somma , se il medio è 
positivo , o la lor differenza , se è negativo , darà la radice cer- 
cata, che dovrà però sempre munirsi del doppio segno (186). Co- 
sì V (4 a A 2 — -i2a*&c-l-oc a l=-t- (2« a &— 3 cl • i-2 a 2 im^òc. Che 
se l’espressione data non è veramente un quadrato, sia perchè 
manchi di qualche termine , sia perchè il medio non corrispon- 
da al doppio prodotto delle radici dei due estremi , la radice sa- 
rà allora irrazionale (187), e non potremo averla che approssi- 
mata coi metodi che a suo luogo daremo. 

204. Osservazioni. P.Unquadrato incoro pletore 2 -(-«ex si com- 
pie coll’ aggiungergli il quadrato della metà de} secondo termine 
divisa per la radice del primo: qui la metà del secondo tei mi- 


ne e 


TÌÌ,X 


2 , la radice del primo è x j sarà dunque ™ la 

quantità che deve essere alzata a quadrato ed aggiunta j onde il 
quadrato compito sarà x*-+-mx -\ — ^ , 

205. II*. Poiché (f 0.4 °.) l’espressione generale di un intero qualunque può ridur- 
si a i 0 a-\-b, purché b esprima la cifra delle unità; cosi ogni quadrato verrà espresso da 
Quindi 1°. tutti i quadrati dovrai! terminare in una delle cifre 
con cui può terminare b 3 , che sono 1, 4, 5, 6, 9, 0. 2°. La penultima cifra dei qua- 
drati terminati in 4,4,9 è pari; dei terminati in6 è impari, dei terminali in 5 «2, 
ilei terminali in zero è zero. 3°. La terz’ ultima cifra dei terminati in zero è una 


JT* 
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delle cifre in cui può terminare un quadrato, e dei terminati in 5 i 0,2, 6. Tut- 
to è facile a dimostrarsi, e si vede esattamente verificato nella colonna dei quadrati 
che nella Tavola delle potenze si trova alta fine di questo Tomo. 1 numeri dunque 
senza tali proprietà dovranno escludersi, se si tratti di sceglier tra molli un quadralo. 

206. 111*. Qualunque quadrato N’ ha un numero di cifre doppio di quelle della 
sua radice N , o una meno del doppio. Infatti sia N di m cifre; sarà dunque <10 m 
che ne ha m-H , e > o al più =10» — ■ minimo fra i numeri che ne hanno m- 
Avremo dunque altresì N’ < 10’“, e > o al piùi = 1 0*** — *. Ma 10’* e 10’* — ’ so- 
no i minimi l’uno fra i numeri di 2 m-M cifre, l’altro fra quelli di 2m — t ; dun- 
que N* non potrà nè giungere ad aver 2 m-M cifre, nè averne meno di 2 m— 1, c ne 
avrà perciò o 2 m o 2 m—l. Sarebbe facile dimostrare clic il secondo caso, assai men 
frequente del primo, non può aver luogo che quando la prima cifra della radice 
non supera il 3. Da tutto ciò intanto deriva , che la sola ispezione di un quadrato può 
suliilo far conoscere qual numero di cifre aver debba la sua radice . 

207. Se in luogo del binomio a-±b, si abbia un tri- 
nomio a-hb-hc, o un quadrinomio a-hb-v-c-{-d, ec. operando 
come sopra (202) si troverà (a-f-è-l-c) 2 =(a-l-i- 4 -c)(a-l-i-Hc], ; = 
a 2 -hiab-h 4 zac-hb*-+-ibc-+-c*' > {a-ì-b-H:-\-d) 2 ={a-\-b-{-c-\-d) 
(a-+-b-hc-hd)=a 2 -h'j.ab-h9.ac-\-‘ > .ad~*-b' 1 -hitbc-h'ìbd-^-c 2 -{- — 
ncd-’r-d 7 -, ec. D’onde ingenerale s’ inferirà ebe il quadrato di 
un polinomio qualunque si compone del quadrato del primo 
termine e doppio prodotto di esso in tutti i seguenti ; del 
quadrato del secondo e suo doppio prodotto in tutti i seguen- 
ti 5 del quadrato del terzo e suo doppio prodotto in nati i 
seguenti j e cosi successivamente. Mentre all’opposto la radice 
del quadrato di un polinomio , ordinato die sia , risulterà dal- 
la radice del primo termine e dai quozienti che si avranno 
col dividere il secondo , terzo , quarto termine per il doppio 
della radice del primo , fino esclusivamente a quel termine t 
che nelf polinomio dato corrisponderà al quadrato del primo 
quoziente. 

208. Or su questi principi è appunto fondata la regola che 


insegna ad estrar le radici dai quadrati numerici. Si voglia la ra- 
dice quadra del numero 40297 1 ° 4 - Comincio dal separare il nu- 
mero dato in classi di due cifre da desti- ver- 6318 


so la sinistra , lasciando una sola cifra per l’ul- ^3 
tima classe a sinistra, quando il numero delle <264 
cifre si trovi esser impari. Quindi fra i quadra- 


40,29,71,04 

429 

6071 

101504 
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ti dei numeri semplici scelgo quello che è immediatamente in- 
feriore alla suddetta prima classe a sinistra, cioè nel caso nostro 
al 4 o. Questo quadrato è evidentemente il 36 , che ha per radi- 
ce il 6 : dal che concludo che la prima cifra della radice cerca- 
ta sarà 6. La segno in due luoghi, cioè al di sopra del nume- 
ro proposto a guisa di quoziente , di fianco in forma di divi- 
sore} e quindi operando appunto come nella divisione , mol- 
tiplico l’uno per l’altro questi due 6, ne sotraggo a mente il 
prodotto 36 dalla classe 4 o, e segno al di sotto il resto ottenuto 4 - 
Accanto a questo resto abbasso tutta intera la seguente clas- 
se 29, e formo così un 429. Quindi raddoppio la cifra 6 già 
segnata in radice, ed ho 12, che segno al di sotto di quell’ al- 
tro 6, che nell’operazione precedente ha figurato da divisore. 
Dopo di che comincio a divider per questo 1 2 il 4 2 9 > e appe- 
na rilevata la prima cifra del quoziente, che sarebbe manifesta- 
mente 3 , la segno in radice accanto al 6, e la segno parimente 
accanto al divisore 12, che si cangia allora in 123 j e quindi ri- 
presa la divisione del 429 non più per 12, ma per 123 , molti- 
tiplicando per il quoziente 3 il nuovo divisore 123 , e sottraen- 
do a mente dal 4 a 9 il prodotto 369, ho di resto 60, che 
segno al solito. E così proseguendo, secondo l’esempio, conclu- 
do che la radice cercata è 6348 . Se ne può aver la prova mol- 
tiplicando 6348 in se stesso, il che dà appunto 40297104. 

209. Si osservi i°. Che se le sottrazioni sopra indicate riescano 
talvolta impossibili, ciò mostrerà come nella divisione ( 3 j) che 
la cifra corrispondente segnata in radice è troppo forte e convien 
quindi diminuirla , 2. 0 Che qualora al termine dell’operazione 
si abbia un avanzo, ciò darà indizio che il numero proposto 
non è quadrato , nè può aversene la radice esatta ; potrà bensì 
aversi approssimata, aggiungendo tante coppie di zeri, quante 
piacerà, alla destra del numero dato, e continuando ad operare 
nel modo stesso che sopra , purché tutte le cifre che entreran- 
no in radice, dal momento che avrà luogo l’aggiunta, si con- 
siderino come decimali. 3 °. Che se il quadrato del numero pro- 
posto sia con decimali , la divisione in classi dovrà principiarsi 
dall' unità degl’interi e proseguirsi al solito verso la sinistra, e 
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quindi dovran pur separarsi in classi di due per due anche i de- 
cimali , supplendo con uno zero finale nel caso che si trovino es- 
ser di numero impari. I decimali in radice dovran cominciarsi 
a computare allorché, esaurite le classi degli interi, si abbasse- 
rà la prima delle decimali. ' 


2f0. Per dimostrare con la maggior possibile brevità queste regole, convien co- 
minciare dal supporre il dato quadrato iV* non più che di tre o quaUro ciire, e 
quindi di sole due laradiccIV (206). Porremo duuque N=iQu-i-b, d’onde 
lOOa'-l-JOaA-t-ù’.Qra è chiaro che ridotti a numeri questi tre termini, il primo non 
potrà aver più di due ciire significative seguile da due seri ; il secondo non potrà 
averne più che tre con uno zero finale ; il terrò non ne avrà al più che due solo, 
patta duuque la somma, e divisala in due classi secondo la regola, la classe finale 
conterrà ù 1 e ie diecine di 20nù, mentre la prima sarà composta del quadrato a*, 
del prodotto lab meno la sua ultima cifra, con al più 1’ unità che potrà portarvi la 
somma delle diecine del secondo e terzo termine; ed ù poi da osservarsi clic là 
porzione del prodotto 'lab che cosi viene ad esser sommata con equivale al quo» 


2 ab s 

piente intero di quoziente che non può giungere al valor di 2 a y anche nel 


caso di 9, come è evidente. Da tutto ciò risulta 4°. che la prima classe sarà in 
ogni caso <(<z-H) a j e poiché d’altronde è > tf a , saia dunque a * il massimo dei 
quadrati che vi son contenuti, la cui radice ci farà quindi conoscere immedialamen- 
le la prima cifra a della radice cercata. 2°. Tolto questo quadrato dalla prima clas- 
se, il che equivale visibilmente a togliere f00a a dall’intero quadrato Ir 3 * , ciò che 
resta sarà dunque 20a&-}-£*. Or se questo residuo si divida per 2a la prima citrapdel 
quoziente potrà risultare —oppure ^b. Postala in radice alla destra di a, c for- 
malo così il numero iQa-\-p y se questo, secondo la regola, si moltiplichi per p avre- 
mo il prodotto 20ap-+-» a , che qualora si trovi eguale al resto avuto 20 ab~\-b* in- 
dicherà che p^=b y e quindi che i0a-{-p è la radice cercata. Diversamente dovre- 
mo diminuir p y finche o il prodotto coincida col resto se è possibile o ne sia imme- 
diatamente minore. Nel primo caso la quantità totale già segnata in radice sarà evi- 
dentemente la radice cercala; nel secondo sarà la radice del massimo quadralo con- 
tenuto nel numero dato, che dovrà allora concludersi non esser quadrato esatto. 

Si suppongano adesso due nuove cifre nel dato quadrato, e quindi una di piu , 
cioè tre nella radice. Ilapprescntando l’ultima di queste con b % ed il numero compo- 
sto dalle prime due con a , avremo come sopra 0<i-4-£, ed OOaM-20«£-f-&% 
U primo termine potrà avere Uno a sei ciire, compresigli zeri fiuali; il secondo cin- 
que al piu; l’ultimo non più che due. Ragionando perciò come sopra si concluderà nel 
modo medesimo che il quadralo a a è il massimo dei quadrati contenuti nel miniera 

che rimane tolte dal datole due ultime ciire. Quindi applicato separatamente a que- 

■ • 
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Ho numero il metodo precedente scuopi iremo le dne prime cifre delle radice cer- 
cala; dopo di che per aver la terza non dovremo che rinnuovar l’operazione mede- 
aima con la quale condotti ci siamo alla scoperta della seconda; il tutto conforme 
a quanto la regola ci prescrive. Nella stessa maniera , qualora il quadrato abbia un 
maggior numero di cifre, scuopriremo la quarta della radice dopo aver travata , co- 
me sopra , la terza , la quinta dopo aver trovata (a quarta, e così di seguito. 

2H. Oss. I. Allorché il numero dato N è un quadrato csaLto Q, il resto fina- * 
le è sempre zero; onde supposta a la radice, sarà N — a’=0. Ma se N—Q-\-r, 
il resto finale dovrà evidentemente essere r, e si avrà N — o’i=r : il che si verifica 
come è chiaro, non solo dell’ultimo, ma anche di tutti i resti intermedj, purché 
si prenda per N quella sola porzione di iVsulla quale si è operato fino aquel punto, 
il. Qoando si sono avute in radice più della metà delle cifre che ci abbiso- 

tO" - V 

gnano, il residuo^ puh immediatamente aversi dal quoziente — - , ove a è la 

parte già calcolata della radice, n il numero delle sue cifre, ed r l’ultimo dei re- 
sti avuti. Così se vogliasi j/2 con 1 f cifre , compresa quella degl’ interi, si cercheran- 
no le prime 6 e si troverà 1,11421 col resto 1110759, che moltiplicato o espressa- 
ineute o in modo sottinteso per 10* , e diviso per 282812 doppio della parte di ra- 
dice già avuta, darà per le altre 5 cifre 35624. Infatti poiché si suppongono al più 
a — ( cifre iny, avremo I*. (10.1°.) j/A T s=10“ 'a-+y. In oltre si chiami 'Ai la 

palle di A' impiegata nel calcolo di a, e q la rimanente: siccome pcrnalura del me- 
todo deve trovarsi in q un doppio numero di cifre che in r (206), e per ipotesi y 

non ne ha al più ohe «— >1, saranno 2 « — 2 Iecifrodi q, ed avremo 11*. N— 

(0«n — -’Nt-y-q (10.1".). In fine il teorema precedente darà IH’. A , — . Da que- 

10’ 1 — V o— p* 

ste tre equazioni facilmente si trarrà r = — I 1 — — . Ma le n— 1 cifre 

2« 2-10' ,_, « 

di Y danno ^<10* \ cdjp’<K)'" "ilo 2/*- — 14 di q danno q<10’'’ ’» mentre 

le /( di a danno rt>10" — ‘,e IO" — '(|>10'“ ’, sarà molto più q — jr *<T 1 0” 'a, e 

perciò — < — *•; onde riducendo il valor di r a! suo primo termine 9 

1 2.l0'*--« 2 ./t 2a 

questo differirà dal vero di meno di una mezza unità nell’ultima cifra, 

212. Sin ora m=3(202), eioò si tratti di alzare a cubo il 
binomio a-ì-b. Si avrà («-+-&)'==( ar*-b)~(tr-i-b)=z=a 
òab-^zb^. Onde la tersa potenza o cubo di un binomio con- 
tiene i cubi dei suoi due termini, e i tripli prodotti del qua- 
drato di ciascun termine nell" altra. Così (2 a a c — 3 i$) 1 — SaV 
— 3 tirt’'ècM- 54 « 5 6 'c — 27 b*. All’ opposto la radice terza di un cu- 
llo perfetto ed ordinato, sì avrà prendendo quella del primo e 
dell’ ultimo termine. Per il cubo imperfetto avran luogo metodi 
analoghi a quelli dati per il quadrato (20/J). 

Tom- /. 7 


Digitized by Google 



9 « 

ai 3 . Sia m— 4 » o voglio alzarsi a-*-b alla quarta potenza. 
Troveremo ( a-^-b )'<=a$-t- 4 a s b-¥-V)a ! b‘- , r-f\ al}'-\-b' i ; come pure 
se m= 5 avremo (a-*-b'fi=a’-+- 5 a , b-{- 1 oa^ 2 -* - 1 oa^b^-j-bab'* 
-*-b-‘. Or se prendiamo a considerare l’andamento di queste po- 
tenze, e delle altre che possono nel modo stesso formarsi, si 
* troverà costantemente : ì che i termini sono uno di più del nu- 
mero esponenziale; 2.° che i segni sou positivi se il secondo tei'T 
mine della radice è positivo; nel caso opposto sono negativi tutti 
i termini di posto pari; 3 .° che gli esponenti delle due lettere 
vi procedono in ordine opposto : quello di a è massimo nel pri- 
mo termine, ove eguaglia l’esponente stesso della potenza , e va 
poi successivamente decrescendo di un’unità in ciascuno dei ter- 
mini seguenti, finché diviene zero (147) nell’ultimo: quello di 
f> comincia dall’essere zero nel primo termine, e va crescendo 
di un’unità in ciascun dei seguenti, finché nell’ultimo eguaglia 
esso pure il grado della potenza; 4*° che il coefficiente del pruno 
e dell’ultimo termine ò l’unità; ciascuno poi degli altri si ot- 
tiene col moltiplicare quello del termine che precede nell’ espo- 
nente ivi dato ad a, e col dividere il prodotto per il numero dei 
termini già costruiti. Ma come dal mezzo in poi tornano eguali 
in ordine inverso, cosi non si renderà necessario calcolargli che 
per la prima metà. 

2 1 4 * Tutto ciò serve chiaramente a concludere che qualunr 
que siasi m, avremo in generale (a-+-b) m =a m ma m — ‘ò-f-. . 

> a m — 3 ò 3 -+-m 

£ 2.3.-1 j 

(i m W-\r ec. . . . avvertendo rapporto all’ ultimo ter- 

mine che il segno di sotto ha soltanto luogo quando essendo ne- 
gativo il secondo termine del binomio, sia impari il grado in 
della potenza, nel qual caso esso ultimo termine, secondo ciò 
che abbiamo detto (2 1 3 . 1 0 .), è di posto pari. Questa celebre for- 
mula é conosciuta col nome di formula del Binomio di Newton, 
dal nome immortale del suo discopritore. L’ uso grande e conti- 
nuo clic se ne fa in tutti i rami delle Matematiche, porterà sem- 
pre a riguardarla come uno dei più importanti e preziosi ritro- 
vamenti del genio. . 

Per farne qn’ applicazione al caso qoslro sia (t(— j, Sarà (»-+-& Y> 
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la formula si arresta, perchè tutti i termini seguenti contengo- 
no per fattore m — 5 che è zero, e perciò tutti si annullano. Frat- 
tanto riducendo si avrà (a^£) r> =^;± : 5a' t Ò4-ioa : 1 ò 3 ;: ^ioa 5 ò 3 -f- 
5 aòM-ò 3 . precisamente come sopra ( 21 3). 

. 21 5. Del resto questa formula ohe qui abbiamo stabilita 

sul semplice appoggio dell’induzione, ma che altrove dimostre- 
remo con più rigorosi principj, sussiste, come pur si vedrà, an- 
che nei casi di m negativo e di m frazionario. Ma può anche 
ridursi in un modo molto più comodo per le applicazioni. Poi- 
ché in generale n =(i63. 2 .°)^, sarà dunque [a-±b) m —a m -±z 


ma m b (m — l)a m 4* 


-m 


2 a* — 


‘r-m 


(m — 1 )(m — 2)a m P 


2.3a’ 


4- ec. ossia , fatto per 
comodo^ = Q, (a±-b) m =a m -hrna m Q-hm <? 2 - f- . . . 

(m — t)(m— 2) „ , . 

m j 3 a m \)'-+-ec. ove potrà osservarsi che il secondo ter- 

mine è il prodotto del primo in mQ il terzo è il prodotto del 
secondo in Q, il quarto è il prodotto del terzo in -j-Q 

ec. Dunque se si rappresentino con A , B, C ec. i termini pri- 
mo, secondo, terzo ec. , si avrà sostituendo (a-*rb) m =a m -{- . . 

mAQ -\~ m ^ ec. con legge assai manifesta. 

Cosi volendo alzare alla quarta potenza porremo 

Q- — : 2 Fi = -— ’ m =4.« OT =( 2 -p7j e q uindl 


G c 2aJ/A^4 c 4 ae % „ 

\b —) —TeP 


16a’4 16a 4 4* 

-4- 


164' 4 1 — e’ c* 

216 . Si osservi i.° Che se in vece di un binomio, si abbia un 
trinomio, un quadrinomio ec. come p-\-q-+-r-\-s, porremo 


b=r+s, e quindi Q= r -^-, e fatte le sostituzioni s^N- 

lupperemo le potenze e i prodotti secondo il solito. Il Calcolo 
difl’erenziale dà per questi casi metodi assai più facili. 2. 0 Che 

se l’espouente sia frazionario ( 21 5), e divenga—, fatto l’analogo 


IOO 


m 

cambiamento in tutta la formula, essa diverrà (a-+-b) ” =*= ( 1 87) 

y(a±:b^=S^^Q-h~BQ-^^CQ+C c., intermina- 
bile, perchè non essendom multiplo di «(187). niupo dei coef- 
ficienti m — n, m — 2n, m — 3 n, ec. potrà ridursi a zero. Debba 
per esempio cercarsi il valore di J/ (a^x*). Sarà m==i, n='i, 

Q == ±'^ ed O’ s * cangerà in a*, e quindi » , 

. +/, . . . *’ ** . *" 5x* . 35x‘° 


Vogliasi il valore di ;)=(t 63 . 2 .°) (a’±a; J ) _I . Sarà 

I X* 

m=— i, e come sopra n«=»2, Q=>+;^ ed a sarà cangiata in a*; 
con che avremo 


t/ ( i —*1^ 3x<_ 5x« , 35x* 

V W+x') a _< ^2? + 8a5 H- Ì6 a 7' + l28^' +_eC- 

Vogliasi il valore di Saia m 

n= 3 , Q— -+-.r* ed a=i : troveremo 

Hit) 


— x' 2 x*d-Ux* 35x* 9lx*° 

1 ~*"‘ a ‘ 1 24Ì” V ""729" +eC ‘ 


247. La formala poo applicarsi all’estrazione approssimata di qualunqoe radi- 
ce n s * ma di un dato numero JV che non sia potenza del grado corrispondente. A 
tale effetto si rappresenti con p* la potenza n*ì ma inferiormente o superiormente 
più prossima ad .ZVj e si ponga N — q avendo luogo il segno di sopra quan- 

do si ha 2V^>p*. Fatto a=p*, bzx±q ed m=t, sarà Q=— , e 

P n 

n — I _ _ 2n — li. 3 

■dQ j 3n ~^^ — * C ' vo * en do |/6 ho n=3, p*=z8, p—3, 

y t ■ < 

I 3 115 

9= — 2. Q= — — , ej/6 = 2 — — ^92 ec ' Q uest0 metodo, benché 

sempre pronto e sicuro, i peraltro laboriosissimo, ed ba in oltre il difetto 
di esigere che si conosca la potenza p ■; laonde non potrebbe applicarsi con 
qualche facilità che nel caso di numeri mollo bassi , per t quali assai meglio 
servono i logaritmi. 

2 1 8 . Se nell’esempio numerico precedente in luogo del Cubo maggiore 8 si fosse 
scelto il cubo minore t, e quindi si fosse fatto asi, 5c=5, si sarebbe avuto Q=5, 
e la aerie sarebbe risultata crescente, e perciò, qualsivoglia numero di termini ai 


VN=p+^x 
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fossero posti in calcolo, ci saremmo trovati sempre lontanissimi dal vero. Ih gene' 
cale, nei casi dell’esponente frazionario o negativo, clie rendono la formula inter- 
minabile, non potremo usarla per le applicazioni numeriche, se noh qualora la com- 
binazione dei valori particolari di a, b la renda o tutta affatto decrescente, o cre- 
scente fino ad un certo termine e quindi costantemente decrescente. Su di che si 
noterà 1°. Che nell’ipotesi dell’esponente frazionario, rappresentato con R il ter- 

m — n(r — t) m — n(r — t) 

mine qualunque r««® , sara R(> il susseguente, ed Q 

tu' nr 

il loro rapporto. 2°. Che ni, n essendo costanti , ed r con- 


tinuamente crescendo, il coefficiente 


m-+-rt 


. < , astrazion fatta dal segno, aumen- 


ta sempre cort r e si accosta di piu in più all’ unità. 3°. Quindi affinchè il rapporto 
O sempre , O almeno da un certo terniine in poi risulti e si mantenga costantemen- 
te frazionario, condizione necessaria per la convergenza o totale ofinalé della se- 
rie, è necessario che sia , e in conseguenza b<^a. 4 <> .Che supposto Qi=— , 

P 

là condizione di ( — — 1 ) — ■ darà p'y — — 1 ; onde poiché per il i°. 

\ tir So ' nr 


termine si ha , dovrà dunque esser ^ — affinchè la serie sia tutta cortver- 

' fi 

> »»-+-» .... 

-, , che sara il termi- 

n(f'-H) 

he esclusivo fino a cui la serie si manterrà divergente, e al quale si cangera in con- 
vergente. 

2t9. Ripresa adesso la formula primitiva (2 1 4) osserveremo (°. che il termine 

o generale è ~ p ercià 

b t.2.3 t) 

l’ultimo termine in cui n=h 1-f^ (2 13.1°.), avrà per coefficiente l’unita come il pi i- 

Inoj il penultimo in cui «=m, avrà per coefficiente m come il secondo; il terz’ul- 

, i m(m — 1) 

timo m cut rt=m— 1 1 avra come il tergo; e còsi in égiiai hiodo i coeffi- 

cienti dei termini equidistanti dagli estremi saranno eguali coinè già si notò (213); 
e poiché in principio vati sempre crescèndo, il massimo avrà dunque luogo al 
termine medio se m è pari , e perciò impari il numero dei termini ; cadrà ripe- 
tutamente sui due medj se m è impari, e quindi il numero dei termini pari. 2°; 
Poiché il numero totale dei termini è m-M; quindi fremè pari* avremo per il ter- 

nH-2 _ ì t .. .. t . 4 *• » m-M 

mine medio «= — ^ — $ se è mtpan per il primo dei due medj sdra n= — f 

m-f-3 

per l’altro «— — ~ . Dunque nel caso di m pari il termine nlédid sarà rappre- 
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m(m— 4)(m — 2) . ..(i m-H) * 


trillato da ■ ^ y ' y— u S w A 7 * . nrl rato di m impari il pri- 
mo dei due medj sarà rappresentato da W ^ n> ^ „ i ('"-HO 

<■ 2. 3. . 

*{(*-0, e l’altro da "'Q-<)(m-2) . ■ - • U"'-H) J _ 

4.2.3....^ (/w-f-4) 

220. In secondo luogo, fatto o— A, il segno superiore darà 2«=4-H»H- . . . 

,n ( m 0 ('»— 2 ) . mfm-t) 

2 “ 2~3 1 " ec. , e il segno inferiore 0 = 1 — m-f- — — 

m(m— <)(/«— 2 ) 

’ 2 3 ■+■ ec - c i°è !“• la somma di tutti i cocflìcienti del binomio è 

eguale alla potenza m s ' ma di 2 ■ 2 °. le somme dei cornicienti dei termini impari 
e pari si eguagliano; onde 3°. ciascuna corrisponde alla potenza ni— t di 2. 

22t. In terzo luogo fatta a-+-A=rx, e trasportando a* si ha r m —a"r=mtt m — 'A-+- 
m(m— 1 ) _ m(m — \)(m — 2 ) 

2 a ° + n " — « -t-A”, cioè per essere 

i _ , m(m — t) 

b=x—a, x"-fl" = ma«-|(j- 0 )d - - 'x n«— * ( r — «)*-+- ..... 

m(m— f)(/n — 2 ) 

- ^3 ’(x— «)’ -+- ec. ; perciò i°. qualunque sia m, il binomio 

im — a m e sempre multiplo dii— a, o tlivisibile per s. — a. 

2°. Avendosi (a — b) m —a m — ma" — ’A-f- ì? a" — J A’ »>(»'—< )(m 2) 

2 2.3 X 

«« — ’A’-t- ec. . . . A*, ove il segno superiore dell’nlliino termine lia luogo per 

m pari, l'inferiore per m impari , fatto a— A=x e trasportando -‘-A*’ , si avrà 

» m .. tn(/« — t) m(m — t Ym — 2 ) 

x*^.b m =a m — ma"— 'A-f — «* — *A» ; — / „■ — ’A’ - 4 - ec. 

multiplo di a ossia di x+A , e perciò il binomio x m — b m se ni è pari, e il bino- 
mio x m -+-b m se m è impari san divisibili per x-f-A. 

222. In quarto luogo se A è irrazionale, saranno nella formula sviluppata ir- 

razionali tutti i termini di posto pari , e razionali i rimanenti ; onde la serie 
prenderà la forma di p+\/q- Se anclie a è irrazionale ed m impari, la serie 
arra tutti i suoi termini irrazionali : ina se m è pari saranno irrazionali i soli ter- 
mini di posto pari, ed anche in questo caso la serie prenderà la forma di 
p-f- \ q • Le quantità si algebriche clic numeriche di quest’ ultima forma possono 
esser dunque talora potenze esatte , ed aver radici espresse da r~ l ~|/y J con t ed y 
razionali , ed anche da nel solo caso di potenze pari. Ecco il metodo di 

trovar queste radici , se vi sono , per il secondo e terzo grado. 

223. Vogliasi dunque estrar la radice quadra ila pTtyq. Porremo J - 7 

— ) 'x-ìzVi', d’onde quadrando p±Vl*= r — c quindi perii nolo pi-m- 


2°. Avendosi (o — £) M —a m — ma™ — '/‘-f- 
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triplo (24?) x+y=p,4iy—q Di qui fncifmente *s= y ;£-i V(P'— ?)> X =--*• 

l_j/(p. < 7 ). Converrà dunque che p 1 — <7 sia un quadrato perché x,y risultino ra- 
zionali, e le radici sieno della (orma prescritta. In ogni altro caso si avrebbero e* 
pressioni più complicate della proposta , e quindi da rigettarsi. 

Esempj. Siap=2, < 7 — 3; sarà p’— < 7 =* e quindi j/ ( 2 -4- j/3)=j/| y -\/ « , il 
che può facilmente verilicarsi quadrando questo binomio. Sia p= 7, q=48 ; sarà 
p'—q=i e y(7+y48)=j/(7-h4\/3)=2-i-y'3. Sia infine p—a, q=a‘— c‘ ; 
Sarà p‘— q=c’, e ^(d+y (rt> — «’)):=)/ j(<t-+-c)- h]/ |(a— c). 

224. Vogliasi la radice tersa di p-v-\/q. Dovremo porre ]/( 
e cubando p^l/q^y'^Sx’J/y-bdJ^+^yj/y , d’onde al solito I . 1 p=x 1 +3xy , 
II 1 . y'q=(3jc*-yy')y jr > equazioni che quadrate e quindi sottratte danno p 1 — < 7 = 
(x’+dxy)* — ‘(3r’-t-;y)’y , ossia, riguardando il secondo membro come la differen- 
za di due quadrati, p , —q=(r'+3:ry+3x , j/r-+^VS')( x ’ — 3x’ J/y-+-3xy— yj/y) 
== ( r "t ~y / y) ì ( x — J / ^' - ) , =(af 1 — ■ -y) 1 - Fatto adesso per comoda p'—q=a, sarà x'—y= 

3 •*. JJ d . 

|/u, c quindi 111 *. j =x’.—j/a, valore che posto nella prima darà x’ — j xj/« — 

p 6 J 

— x^O.Per togliere i rotti e ilradicale,pongOlV*.x=: , ed ottengo V*. a»’ — 3 osi— 

4 s 

2 J/Ó 

2op— 0. Trovata u per mezzo di quest’equazione, avremo x dalla IV 1 . ed y dalla 
HI*. Si osservi 1°. clic se <z è un cubo perfetto, nel qual unico caso x ed y ton 

6 > 

razionali, editile sia la radice, in luogo della IV*. potremo x= —, e l’equazione fi- 
nale diverrà w* — 3/tta — 2 p— fl. 2". Che se non essendo a urt cubo perfetto , si trovi 
Un tal quadrato b' che moltiplicato per a faccia un cubo c, potrà semplicizzarsi 

l'cqttazione finale ponendo nella IV* x — ' . in luogo di x=— — », dal che, sosti* 

2 ) Zb 2 j/« 

a ab' e* 

tuendo e osservando chey=— =— -, si avrà to' — 3cto — 2ò»=0, d'onde to, e quin- 
0 6 * Ir 


di come sopra x ed y ambedue per altro irrazionali. 

Es. I Si voglia la radice cuba di i 0-4-6 j/3; sarà p=(0, q=( 08, <i=— 8 ’ 
cubo. Dunque ft= — 2 e di qui 1' equazione w'-f* 6 to — 20=0, che dà to=2. Dun- 
3 

qtica^=l ? f=3* e|/( (O-f- 6 J/3)=(-Hj/3 come può verificarsi cubando. II. Si vo- 
glia la radice cuba di 8-\-4y5 ; avremo t>= 8 , < 7 = 80 , a =— *(6 , che moltiplicato 
per 4 divieti —64 cubo di — 4. Dunque ò= 2, c= — 4, valori che sostituiti con 
quello di p nell' equazione finale danno toM-(2to— 32=0 ; di qui to=2, x= 

4:^2 iy=b :{/4. 

225. la ultimo, se nella (or imi In generale (2(4) si uniscano sotto uri sol coef* 
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Sciente i termini che lo hanno comune, avremo (u-t-4)»— a»-4-A* , -NnaA(a l * — *-+* 
4 ’ — }+ " t ”~° '-t-i-— i; + < X nl — 2 ) 

-....+ ■ ■ ■ V'- 4 " 1 .>»>— * rri , .... 

z. J. . . . ^ ni * 

m(m— <Xm— 2) , . . »-(» >i+3) , ^ 


4. 2. 3. 


i ("*-<) 


(ab) 


(a-4-A) se m è impari. Nell’ultimo 


caso la formula avrà termini , considerati come un solo i due primi a m - 4-i*j 

*1 primo dovremo prenderne — con più la metà del seguente. 

Da questa , fatto a-l-bz=x , si trarrà in generale a m -t-b M =x m *— ma^a" *-+- 

»— 0- a-5*(a— 

m(m _ 0 (m_2) (m-3) a<A>(a ._ B+i _ t) _ ££ . # dj qai 

r“ — * — (m_2)aA< a — *-p4— * . . 


2.3.4 

■*-4-4“- 


(.t^*— ) - a ’4'( a — -4-4— 8 )_e c. 

a» — *-4-4" — — t^(m— 4)a4(u ai — ®-4-4*— ■*)— ^ — ^«’4’(a" -s -4- 
4* — 8 )— ec. 

a" — fi -+-A" — "=x"-— ®-— (m — 6)u4(a* — *-4-4" — 8 ) — ec. 
a* — * -4-4“ — s =jr* — * — ec. 

e sostituendo questi valori gli uni negli altri , cioè l’ultimo nel penultimo , questa 

nel ter»’ ultimo ec., fatte le convenienti riduzioni , troveremo. 

a» — "-4-4" — — 8 — (m — 6)abx m — *-4- ec. _ 

» • , ( m — 4Ym — 7) 

— 4) nix m — «’4* x* — 8 — ec.' 

2 ^ - -a» • 

< . (m— 2Ym — 5) , 

— 2)«4x«— M- i a’A’a 


*— 4 -r— 


«■—*-4-4»—*= 
(m — 2)(m~6)(m — 7 ) 

" 2l 



ci 1 4' , jr»-- 8 -f- ec. ed in line 


«■-4-A*=:x«— mabx "— ■•+- 3 2 a’b'x " — ^ 

u’A’x* — ®-+- W ^-^ W -. 6 y.?- 7 ). a>4tx.-»^ ec. 

2.3.4 

Faremo uso in seguilo di questa formula, e intanto avvertiremo che il ftu j 
mero m deve essere intero e positivo, e che nei cast particolari la serie deve eslrn> 
dersi esclusivamente fino a quel termine in cui U potenze di x corni accrebbero a 
divenir negative. 
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Preliminari 

9,16. Ogni formula che esprime 1 * eguaglianza di due qtlàrt* 
tità può chiamarsi equazione. Così t>— 3 =g , (a-Fx) (a— x)— 
rt*-— x* sono equazioni. Più particolarmente però si dà questo 
nome a quelle, nelle quali P eguaglianza delle due parti nou è 

’ix 5 

per se medesima manifesta. Tale sarebbe — -4-3=— -l-gx. Le 

due quantità eguagliate diconsi membri dell’equazione} il sini- 
stro è il primo, il destro è il secondo. 

327. In un’equazione puramente aritmetica il secondo 
membro non è ordiuariamenle che il risullamento delle opera- 
zioni indicate dal primo ; dato questo , l’ altro ne viene per con- 
seguenza, nò potrebbe variarsi, nò porsene uno diverso in sua 
vece. Non così se l’ equazione sia algebrica , cioè se l’ un mem- 
bro, o l’altro, o ambedue insieme contengano qualche lettera al- 
gebrica. Fra due espressioni di questa natura , qualunque sieno 
e comunque (olmate, può sempre sussistere un' equazione. Co.q 
per esempio , mentre non potrebbe farsi , siccome è evidente , 

, niente impedirà che si pongay-+- 5 =^~. E ciò, per- 
chè la lettera x essendo di sua natura atta a rappresentare qua* 
dunque numero, può dunque rappresentar quello pure che sod- 
disfa all’ equazione , cioè che rende il primo membro eguale al 
secondo. Se non che mentre x isolata e fuori dell’ equa- 
zione, è capace di qualunque significato, introdotta ili quel- 
la perde per dir così la sua generalità, ed assume il valore del 
numero ignoto di cui tien luogo, e che siccome vedremo in qual- 
che caso, può esser moltiplice. La difficoltà consiste nel trovar 
questo valore , il che forma l’ oggetto primario della bella ed in- 
teressante parte d’analisi conosciuta col nome di Teoria JeW 
equazioni. Ma prima di passare a stabilirne i principi , sarà be- 
ne di premettere alcune Osservazioni. 
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2 *8. Una stessa incognita x non può, generalmente parlan- 
do , assoggettarsi a soddisfare a due differenti equazioni. Infatti 
dovendo per soddisfare alla prima assumere il valore particola- 
re e* proprio di quell’ equazione (227), perde dunque ogni at- 
titudine a prendere il valore che necessario sarebbe per soddisfa- 
re alla seconda. Diverse quindi essendo l’ incognite nelle due e- 
quazioni , se in una si rappresenta con x, nell’ altra si dovrà rap- 
presentare o con y o con z, o in qualunque altro modo proprio 
a distinguere l’una dall’altra, e mostrare che l’una non deve 
confondersi con l’altra. 

229. Se due incognite x, y si trovassero in una stessa equa- 
zione, come se per esempio si avesse 3 xy- 4 - 5 x= 8 j'- 4-6 , una 
sola bastando per rendere il primo membro eguale al secondo, 
1’ altra rimarrà dunque indeterminata, e conserverà il suo valore 
generico. Potremo dunque darle qualunque valor ci piaccia -, e 
come ad ogni nuovo valore che le daremo , l’equazione cange* 
rà, cosi altrettante volte cangerà dunque di valore la prima in- 
cognita, in modo che per ogni valore arbitrario dato ad y ne 
corrisponderà sempre uno differente per x. Così senelPequazio-' 
ne propostasi fa y— 1 , nascerà l’ altra 3 x-f- 5 x=i 4 , ossia 8x= 
if\, che è soddisfatta da x= \ ; mentre se si pone y— 2 , si ha 6 x 
-f-a.r~22, ossia iix=22 che è soddisfatta da x=2. 

280. Per altro se l’incognita /debba simultaneamente sod- 
disfare ad un'altra equazione, come se per esempio, oltre l’e- 
qiinzion precedente si avesse l’altra 3 jy-t- 6 = 18, in virtù di que- 
sta la nuova incognita perderà la sua generalità, nè potrà ave- 
re altri valori che quel li opportuni per la nuova equazione, che 
soli potranno esser sostituiti nella prima. Questa prenderà dun- 
que una forma fìssa e determinata, ed i Valori di x si ristrin- 
geranno a quei pochi atti a soddisfarla. Nel nostro caso, perla 
nuova equazione, si ha y=/\ ; la prima divien dunque isx-t- 
5 x= 38 , a eòi soddisfi! unicamente x=™. 

adì. Lo stesso accaderà se le due incognite si trovino con- 
temporaneamente in due differenti equazioni. E chiaro che, dan- 
do ad y un valor qualunque arbitrario, risulterebbero due equa- 
zioni differenti colila sola incognita x, da cui dovrebbero esser 
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soddisfatto ambedue, il diesi è veduto generalmente impossibi- 
le (228). Non può dunque y avere valori qualunque : ma quei soli 
bensì che introdotti nell’ equazioni portano ad aver dall una e 
dall’altra gli stessi valori di x. Altrettanto si dica nel caso che si 
avesse un più gran numero d’ incognite e d’equazioni. Tutte le 
incognite debbono esser determinate in maniera che, postone il 
valore in qualunque delle equazioni, queste risultili tutte in 
egual modo soddisfatte. Come ciò possa ottenersi , in breve 

10 mostreremo; e intanto si osserverà che come l’eguaglianza 
di numero fra l’ equazioni e l’ incognite cangia in determinato 

11 valor generico di quest’ ultime, così ogni qual volta le inco- 
gnite aver dovranno un valor determinato , sarà necessario che 
il loro numero coincida con quello delle equazioni. 

232. La riunione (li più equazioni, nelle quali sparsasi trovili comunque le 
stesse incognite , piemie il nome di sistema , c l’ equazioni si dicono coesistenti. 
Per formar dunque un sistema son necessarie più incognite; con una non può sta- 
bilirsi clic un’equazione, da cui per via d’operazioni possono per altro trarsene al- 
tre seco lei coesistenti ; il die principalmente si fa o riducendo comunque i suoi 
temimi, o tutta moltiplicandola, o tutta dividendola per una funzione y dell’inco- 
gnita. Nel primo caso l’equazione mantiene il suo grado e rimane identica , cioè la 
stessa benché sotto forma diversa, e I’ incognita vi conserva i suoi valori. Nel se- 
condo 1’ equazione cresce di grado j e l’ incognita, oltre i valori primitivi, acquista 
quelli che nascono dall* equazione 9>=0, e che sono estranei in conseguenza al Pro- 
blema die Ita condotto allo stabilimento dell’equazion primitiva. Nel terzo caso se, 
ridotta l’equazione a zero, la divisione riesca esatta, la funzione y corrisponderà 
al prodotto di una parte dei fattori della proposta, e l’ equazione risultante, sceman- 
do di grado , corrisponderà al prodotto dei fattori rimanenti. Non sarà dunque sod- 
dislalta da tutti i valori che può aver P incognita nella data , né risponderà comple- 
tamente al Problema , ossia non ne darà tutte le possibili soluzioni ; quelle però 
die ne avremo saranno tutte opportune. 

3 . I diffidenti die accompagnano l’ incognita in un'equa- 
zione, come pui-e i termini senza di essa, non son sempre nu- 
merici. Spessissimo gli troveremo rappresentati con lettere, le 
quali per quanto è possibile si trascelgono fra le prime dei 
due alfabeti latino c greco; 1’ ultime essendo esclusivamente 
consacrale dall’Uso a rappresentare le incognite. La dif.oronza 
dunque clic passa fra l’uuc e l’ altre è, die quelle debbou ri- 
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guardarsi come quantità note fi già date 0 trovate, qtieste CòrtiC 
quantità da trovarsi : il che meglio s’ intenderà nel progresso. 

*34. L' equazioni sono infine di diverso grado, che sem-* 
J>r* è determinato o dal maggiore esponente dell’ incognita « 
quando questa sia unica, o anche dalla maggior dimensione ( 1 43) 
considerata relativamente alle incognite se queste sono più d una. 
Cosi, l’equazione x 3 -f-x 2 =x— 1 , è del terzo grado; xy== 
5 x- 4 - 6 , ed x 2 +ar=t son del secondo; X-\-j= 5 è del primo* 
Ma qualunque ne sia il grado, lo scopo è di far Conoscere il 
valor dell’ incognite. Un poco d’ aiuto al calcolo basta per 1’ e- 
quazioui del primo e secondo grado : quelle del terzo e del qnar* 
lo hanno delle difficoltà: per quelle del quinto, del sesto eC. 
non vi è metodo generale. 

Equazioni del primo grado 

435 . Riunire in un membro dell’equazione tutti i termini no- 1 
ti, e lasciar nell’altro l'incognita sóla , positiva , senza coefficien- 
te o divisore, e senza esponente , é ciò che si chiama risolvere, 
un’ equazione. Ora l’ operazioni che guidano all’ intento per un 
equazione del primo grado, principalmente dipendono dai tre 
seguenti assiomi , cioè che due quantità restano eguali 1". sé 
all’ una e all’ altra si aggiungano , o tolgano quantità egua- 
li ; ■£. se V una e l’ altra si dividano o si moltiplichino per 
quantità eguali ; 3°. se l’ una e l altra si cangino di segno . 

Col mezzo del primo l’ incognita può ridursi in un sol mem- 
bro ed isolarsi; poiché se per esempio si abbia 6 x — q= 8 x-t- 5 , 
potremo toglier dall’uno e dall’altro membro 8x , ed avremo 
(i4<)) 6 x — 9 — 8 x= 8 x-t- 5 — 8x, cioè riducendo — ix- — 9=5; 
potremo aggiunger 9 all’uno e all’altro membro, cd avremo 
94-9=5-4-9 , cioè — ix=\/\. Col mezzo del secondo 
potremo spogliar l’incognita del suo coefficiente, poiché divi- 
dendo per 1 si avrà — , ossia — x=7* Col mezzo del ter-* 

zo potremo infine renderla positiva, poiché Cangiando segno si 
ha j-— — 7 , Con che 1’ equazione è risoluta; infatti se si sosti-* 
tliisce — ■’] in luogo di x nel primo membro, si ha —-49 .-— 9 * • 1 5 1 < 
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e se si sostituisce nel secondo si ha — 5f>-f-5== — 5i. Dunque 
w— y è il numero prima ignoto e adesso noto che soddisfa all’e- 
quazione, e di cui l’incognita x teneva il luogo ( 237 ). 

a3 6. Come però il richiamo diretto di questi assiomi , o 
almeno dei due primi, riescirebbe in pratica di grave imbaraz- 
zo , si usa perciò di appoggiar piuttosto i ragionamenti ai se* 
guenti principi, che ne sono immediata conseguenza. 

I. In ogni equazione si può trasportare qualunque ter- 
mine da un membro all’ altro , purché si cangi di segno. Tra- 
sportandolo infatti si toglie da un membro, e segnandolo nell* 
altro, con seguo opposto, si toglie anche da questo (i 4 g): dun- 
que in virtù del primo assioma i due membri restano eguali. 
Così dall’equazione 3 aN^-a== 2 .r-t-c, può farsi nascer l’altra 
òx — ix=a-t-c, cioè x=a-\-c. 

II. Se l’uno e l’altro membra sipno o moltiplicati , a 
divisi per una medesima quantità, questa potrà elidersi 
affatto dall’ equazione. Infatti così facendo vengonsi a divi-* 
dcre nel primo caso, e moltiplicar nel secondo i due membri 
per la quantità che si elide o si sopprime , dunque in forza del 

secondo assioma questi restano eguali. Così l’equazione^ = ~ 

può ridursi ad jr=3 a. Di qui intanto risulta un modo facile 
per togliere i rotti da un’equazione; per il che basterà ridurla 
tutta quanta al medesimo denominatore , e questo quindi sop- 
primere , o anche neppur segnarlo , comecché di visor comune de J 

due membri. CJqsì l’equazione ' 7 . ridotta al deno- 

x i 5 40 o 

minatore 3o , si cangerà nell’altra 1 5a:-4-i8=px— 35a, 

III. Il coefficiente o moltiplicatore totale, e il diri sor totale 
di un membro possono trasportarsi 1‘ uno come divisore, l’ altra 
come moltiplicatore nell’ altro membro. Infatti queste due opera- 
zioni equivalgono l’una a dividere, l’altra a moltiplicare i due 
membri per la medesima- quantità ; dunque in forza del seconda 
assioma nè l’una, nè l’altra altera la loro eguaglianza. Così 

lb-\-c 


l’equazione Zx=qb-\-c , si cangia nell’altra 
quazione - 7 — 5 si cangia in x=^-i5. 


P 


e-. 
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237. Quasi tutte queste operazioni si fanno (per dirlo qui in breve) anche nell* 
ine fiuti filianze , cioè in quelle formule che hanno tramezzo il segno ^ o il <^. 
JutaUi è chiaro 1°. che se i due membri d' un* ineguaglianza si aumentino o si di** 
in inum ano di quantità eguali restano ineguali; il che rende lecito il trasporto delle 
quantità da un membro nell' altro ; 2°. clic resteranno pure ineguali se si molti pii» 
chino o si dividano pei quantità eguali ; il che dà luogo a traslormare il coetììcieu- 

(1 % X 

le di un membro in divisore dell’ altro , e viceversa, onde posto — -4-mn^>ab-+- 

/' 


ox+mn, sarà 1°. 


u y x (ix . hn 

ax>ab: 2 J . 3°. ax — sxS&i; 4 n • x^> — ■■■ . 

y P ' ' ' a—p 


Pii. cose però vi sono in cui le ineguaglianze differiscono dall’ equazioni. E pri- 
ma di tutto in quelle non si può come in queste trasportare i due membri l’uno 

in luo-o dell’altro. Cosi mentre è iudiflerente scrivere x—a — b, oppure a /■ — r 

lo stesso non sarebbe se invece di b, si scrivesse b^a, il ebe è bene evidente. 
Occorrendo quest’inversione, convieu rovesciare il segno dell’ineguaglianza, e scrive* 
re ò<a.{> mudi ueppur potremo senza la stessa cautela 1°. cambiare i segni ai dua 
membri, operazione equivalente al trasporlo dell'un membro in luogo dell'altro; 
2°. moltiplicargli o dividergli per quantità negative, operazioni che portano il caia* 
blamente totale dei segni. 

in oltre date due equazioni, come x=/i— b, yz=c-\-tl t possiamo sommarle e sot- 
trarle , moltiplicarle Ira loro,c divider 1' una per l'altra; ma date due ineguaglian- 
ze anche omogenee, cioè col primo membro in ambedue maggiore o minor del 
secondo, come rn^u t a non sempre potremo sottrai* l'una dall'altra, o divi- 
der 1* una peri' altra, potendosi soltanto sommarle o moltiplicarle Ira loro; pervio 
si potrà fare m-\-ii^a-\-b » ovvero tmi^ab , ma non già ni — iC^a% — b , ovvero 


^ — - . Anzi neppure è lecita la moltiplicazione qualora o tutte le quantità po- 
n ' b 

ste in confronto siati negative, o lo sieno le due minori. Cosi da - — 3\ — /», 
. — 6^—7, come pure da — IO, 2^ — 8, malamente si concluderebbe molti- 
plicando, *8^35, i (P>80 ; e poiché l’ inai za mento d' un'ineguaglianza a potenze 
intere o rotte equivale alla moltiplicazione o divisione di più ineguaglianze Ira loro, 
non può formarsi qualche potenza, o estrai si qualche radice da un'ineguaglianza, sen- 
za le stesse cautele. Tutto questo c evidente 

All' opposto alcune operazioni che non sarebbero permesse nell' equazioni , di- 
veogon lecite nell' ineguaglianze. Così supposti a, b , p numeri iuterie positivi, ed 
a^b-\-p , può concludersi clic a più lolle ragione sarà rigettando il p dal 

secondo membro senza trasportarlo nel primo , il che non sarebbe permesso nell* 


equazioni- lìome pure da a<b~p si avrà y da a-\- ~*'^b si avrà ; e da 
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a^]/b si avrà , se p sieno gl’interi contenuti in \^b. Infine ila a^b sarà 
permesso concludere ti^—b , come pure — a^J> , ed a — b^ CI , b — Suppo- 
sto a—bzzzd , avremo dunque cl^ 0, e — ■ d’ onde si iia che lo aero è il limi- 
le di separazione tra le quantità positive c negative. 


238 . Ciò premesso ecco l’ordine d’ operazioni die dovremo 
tenere per risolvere un’ equazione qualunque di primo grado con 
un’incognita sola. Prima di tutto si comiuccrà dallo spogliarla 
dei fattori o divisori comuni ai due membri , «piando ne abbia. 
In seguito si scioglieranno, moltiplicando (i 55 ), le parentesi 
entro le quali inclusa si trovasse l’incognita, come snreblie nell’ 
equazione Zd- 4 -bx=b-\-a(x — 5 ) , lasciando intatte le rimanenti, 
fino che il col {io d’occhio non ne faccia conoscere necessario lo 
scioglimento per dar Juogo a qualche riduzione. Quindi si to- 
glieranno i rotti riducendo tutta l’equazione al medesimo deno- 
minatore, il quale uon si segnerà, Si trasporteranno nel primo 
membro tutti i termini con l’ incognita, e nell’ altro tutti i ter- 
mini senza, cangiando gli uni e gli altri di segno. Si faranno 
inseguito tutte le possibili riduzioni a cui il trasporto può aver 
dato luogo, sia dei termini simili ( 1 /[a) « sia dei fattori comuni 
a ciascun termine , che si segneranno con l’ incognita fuori di 
parentesi ( 1 4 4 ) » includendo al di dentro ogni restante ; onde il 
primo membro risulti in forma di un termine solo. Si calme- 
ranno ì sogni a tutta 1 ’ equazione , se questo termine risulta ne- 
gativo; e in fine si trasporterà come divisore nel secondo mem- 
bro il coefficiente totale dell’ incognita , con che rimasta «pesta 
in tal modo sola, senza coefficiente e positiva, l’equazione sarà 
duutpe completamente risoluta. 


239. Esempj. Abbiasi l’equazione 



Di- 


videremo per 3 ed avremo-- -4-2=5x — ridurremo al co- 

muti denominatore 10, e verrà 2Ò'x-f-20^=5ox — 5 ; trasporte- 
remo, e si avrà 262: — 5 dx-— — 5 — 20, cioè riducendo — >. \ x— = 
- — ah, e cangiando i segni r il\x— 25 ; d’onde infine, divideu- 

25 

do per il coefficiente 24» x— sostituito «pesto va- 
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lore nella proposta , il primo membro sicangerà in ^ -t-6== , 

, . <25 3 < 25— <2 <<'3 . 

ed il secondo in — — - — — — , come u primo. 

o 2 o o 


II. Sia Tolti i rotti con ridur- 

b Ab 1 


re al medesimo denominatore 2è, avremo6‘ax-+-2èx-t-5a=aè.x-t-- 
Trasportando verrà t>ax-|-2èx — abx^'ib 2 - — 5 a; e ponen- 
do fuori l’incognita, x( 6 a-hib — aè)=2è J — -Sa* d'’ onde X=.« 

25 , — 5a N 25 ' — Ha 

6<ì4-2/>— h /> ^ ^ <ij 

III. Sia 3 a(è — x)-|-ax=2è(a— x). Sciolte le parentesi 
verrà òab — iav-\-ax—'uib — ibx, ossia dai — 2«x=2aè — ibx; 
di qui 2.èx— 2ax=2aè — - 3 aè= — aè; quindi ax(è — -a)— — aè» 


ed x— 


— ah 
2{b—a) 


ab 

2 (a— 6) 


(173). 


a 4 °* Fin qui l’incognita 6 stala una sola: seson due, avre- 
mo altresì due equazioni (a 3 i), ove le incognite dovranno es- 
seresparse in termini differenti, e non riunite in un termine 
solo, altrimenti le due equazioni non sare libero di primo gra- 
do (2t34)- Due metodi si conoscono per risolverle, preferibili l’ li- 
no all’altro, secondo le diverse opportunità. 

1 °. Metodo. Prima di ogni altra operazione, si cominci dal 
togliere i rotti dalle due equazioni, se ve ne sono. Quindi si 
sciolga una di esse relativamente alla sola incognita x , cioè ri- 
guardando l’altra y come nota, o come se fosse una di quelle 
quantità che abbiamo detto doversi rappresentare con le prime 
lettere dell’alfabeto ( 233 ). Si sostituisca quindi il valore cosi 
ottenuto di x nell’altra equazione; questa rimarrà allora con la 
sola incognita js e potrà risolversi coi metodi precedenti. 

Esempio I. Abbiasi I*. ax-t- 37=17; IP. 5x-4-2j==>.6 . 

Dalla 1 °. si avrà x= ■ ' ~ - , valore che posto nella II”, darà 


— ^ 5 - J - -4-27=26. Di qui, tolti i rotti, si ha 85 — 1 +-\y = 3 

§2, ossia 85 — 1 17=52 ; d’onde — 1 — 33 , ossia 1 17= 33 , 

ed 7^=3. Posto questo valorenella I",si avrà 2. 1-4-9= 17. <!( I u 'ii- 
<li facilmente x=4 : ( Omo pur si avrebbe ponendolo nella U*, 
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I. ax + - z=a-\-x-\-y 
x 

II. \-y=ax 

a 

III. a*x+Y=a*+ax-t-ajr 

IV. x-\-ay^-a'x 

a'x—x 

V. v=- — 




i= -,y=. -.(a > _4)sa > (a-H) 

a — 1 a — 1 


1 13 

Es. II. Abbi ansi li- 
quazioni 1* e li* di fian- 
co. Tolti i rotti , avremo 
la 111“ e IV*. Dalla IV* , 
come più semplice della 
III* prendendo il valore d’ 
y,avremola V*; esostituen- „ 
do questo valore nella III“, V11 ^ x+x (a ._ , )_ u . x _ ax (a ,_ < 
e quindi togliendo il rotto. Vili. x(a— «)=«’ 
avremo la VP, che traspor- a a ’ 

tati nel primo membro i 
termini ove è x , darà la VIP , la quale ridotta si cangerà 
nell’ V HP; d’onde in fine il valore di x, che posto nella V* da- 
rà quello dijy. 

IP. Metodo. Dopo aver tolti i rotti , si riuniscano nel primo 
membro si dell’una che dell’altra equazione tutti i termini con 
le incognite, e i rimanenti nel secondo. Se si facciano tutte le 
possibili riduzioni , potranno condursi i primi membri a non 
aver più che due termini, uno con l’ incognita x, l’altro coni’ in- 
cognita y. Si moltiplichi allora la prima equazione per il coef- 
ficiente di x nella seconda , e la seconda por il coefficiente di x 
nella prima ; e qualora i termini con x abbiano lo stesso segno, 
si sottraggano una dall'altra le due nuove equazioni ; se lo han- 
no diverso si sommino. Nell’ uno e nell’ altro caso x rimarrà 
eliminata, cioè sparirà dal risultamento , ed avremo un’equa- 
zione con y sola, che sciolta darà y ; «Ronde x come sopra. 

Cosi nel primo esempio precedente, ove le due equazioni han- 
no già la forma prescritta, moltiplicando 
per 5 la P , per a la IP , si avranno la 
IIP e IV*, che sottratte danno la V*, d’ 
onde il valore di y che posto nella P dà yj, 2 t+ 9 — t7 
infine la VI*, dalla quale si ha x, 2x=8;x=4. 

?. 4 1 • Questo metodo è tanto più prezioso, quanto che si 
estende con molta facilità al caso d’un più gran numero d’ inco- 
gnite. Abbiansi le prime tre equazioni da tergo. Si moltiplichi 
ciascuna di esse per il prodotto dei coefficienti di or nell’ altre due, 
Tom I, 8 


III 1 . t0i-H5; — 85 
IV*. tOx-4- ir=5 2 
V*. " <«y=?3.1 

33 
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I. 

II. 

III. 

3x— 

2*4- 

8 x-f- 

2 r+ 
1- 

*r- 

4z= 

5z= 

<0z= 

23 

9 

20 

IV. 

V. 
Vi. 

48x— 

48 ^ 4 - 

48 x 4 - 

32y4- 

72r4- 

30r— 

64z= 

120 = 

60= 

36» 

2 ltì 

120 

VII. 

VlU 

— i 

04» — 
62>4- 

56= 

124= 

152 

248 

IX. 

x. 

—644&y — 3472 2 = 942% 
—6448^4-^ 2896x^=25792 

XI. 


«6368=16368 


z=4 


>•4 

cioè la I*. per 16, la II*. per 24, la 
III*. per 6. Avremo cosi la IV\, 

V*. e VI*. Si sottragga la V*. e 
VI*, dalla IV*., e verranno la VII*, 
e Vili*, con le sole incognite y, z; e- 
quazioni che moltiplicate 1* una per 
62, l’altra per t o 4 daranno la IX*. 
eX\ e queste sottratte daranno final- 
mente 1 ’ XI*. con la sola incognita z> 
e dalla quale si avrà z= 1. Questo valore posto nella VII* o 
nell'’ Vili*, farà trovare y= — 2, ed ambedue posti in una qua- 
lunque delle prime tre daranno in finex= 5 . 

242. L’esercizio insegnerà da se stesso non poche facili 
pratiche per render più agevole e spedita 1 ’ operazione. Così se 
in luogo di eliminare in principio x si fosse eliminato y molti- 
plicando la prima per i 5 , la seconda per io, la terza per 6» 
avremmo avute equazioni con coefficienti numerici molto mino- 
ri ; ed anche più piccoli si sarebbero ottenuti se la prima si fosse 
moltiplicata per 5 , la seconda per quattro, la terza per 2, con che 
si sarebbe ridotta z al medesimo coefficiente 20, cioè al minimo 
multiplo di quei tre coefficienti; multiplo che, quando non si 
presenti da se medesimo , può sempre trovarsi con la regola già 
data per ridurre compendiosamente più rotti al medesimo deuo- 
minatorc ( 56 ). Con ciò la IV*., la V*. IV. I 5 *_i 0 r-l- 20 =n 5 
e la VI*, sarebbero venute come qui di yj 20— 40 

contro. La V*. sottratta dalla IV*. avreb- yjj " 7x 2 ‘iy _ 79 

he dato la \ II*., e la VI*, sommata con la Vili. 31 * =155 

I\ *. avrebbe dato l’\ III*, con la sola x ; d’ onde si sarebbe avuta 

immediatamente x = — = 5 ; e quindi dalla VII*, y— — 2; e «la 

una delle prime tre z=i come sopra. 

243. In più alte equazioni, che suppongo A— 0, 11=0, ambedue con X , y 
•i elimina x col metodo del comun divisore (58.175), cioè lnrmando coi due pri- 

mi membri il rollo — , e quindi cercando i resti R, , R,, cc. finche non si giuu- 

ga ad averne uno spogliato allatto dell* incognita x. Siccome in generale (105)11^= 
■+zA M 1 ,-^R ^ , tutti questi resti dovranno esser nulli quando lo sono A, R; eper 
conseguenza lutti i valori di x ,jr atti a soddistare all’ equazioni Axx 0, 1>’=0 soit- 
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disfaranno anche a quelle rappresentale in generale da i?jp=0 , e potranno quindi 
ottenersi da due qualunque di queste , come dalle proposte. Formati dunque ed 

eguagliali a zero gli ultimi due resti , R k ,, R avremo due nuove equazioni^ 

F una con x per lo più al prini o grado soltanto , F altra con j-* sola , le quali potre- 
mo assumere in luogo delle due date. Risoluta F ultima , avremo dunque imme- 
diatamente tutti i cercati valori di^", e questi sostituiti ad uno ad uno nella pri- 
ma , ci porteranno a conoscere i valori corrispondenti di x. 

244. Bensì è da osservarsi che, se nella ricerca dei resti R ^ si usi Farlifizio al- 
trove raccomandato per render più semplice l’andamento dell’operazione (175.1 67), 

F equazione finale , oltre i valori di jr convenienti alle due equazioni pro- 

poste, altri potrà dame dei falsi e non atti a soddisfarle. Infatti si suppongano 
i due polinomj A, B ordinati per x. I coefficienti di questa incognita saranno o 
tutti, o in paite funzioni di e tale potrà esser dunque anche pi, coefficiente del 
primo termine di tì (167). Se dunque per dar mano a dividere A per B siasi se- 
condo la regola dovuto moltiplicare A per \x n (iVi) , o più in generale per m umili- 
pio qualunque o di p. o di uno o più fattori di p, è chiaro che in luogo del sistema 
^=0, 2fc=0, si viene in tal caso a sostituire F altro mA=0 , B=z 0, nel quale 
oltre tutti i valori di y primitivi e proprj del sistema dalo , han luogo tutti quelli 
introdotti dal nuovo fattore m , o dati dall* equazione m=0. Questi dunque dovran 
pur trovarsi nell’ equazion finale, la quale deriva adesso non più dal sistema pro- 
posto, ma dall’ altro 0 surrogato in sua vece; e lo stesso ragionamento 
potendo estendersi anche rapporto a m, , m % , ec. qualora nei seguilo dell’opera- 
zione occorra di moltiplicare per queste quantità i successivi resti , risulta di qui, 
che nell’equazione finale, oltre i valori di y proprj delle due equazioni proposte, 
dovranno comparir tutti quelli dati dall’ equazioni m=0, mi=0 , m»=0 ec 
estranei alle cercale soluzioni. L’ ultimo moltiplicatore soltanto, o quello per cui a- 

vremo moltiplicato R ^ 2 non ne introdurrà, perchè non essendo questi iu ipotesi 

nè fattore del resto divisore R ^ x , nè del quoziente^ per natura del calcolo, non 

può esserlo di t R k a — Pk^k i (105). 

245. Come però lutti questi valori estranei possono anticipatamente conoscer- 
si per mezzo appunto dell’ equazioni m=.0 t m t x=0, ec. cosi sarà facile escludergli 
dopo averli conclusi con gli altri dall’ equazione finale. Anzi potremo eliminargli 
da questa equazione anche prima di risolverla, dividendola per il piodotto m m t nu 
ec. , che deve esserne fattore esalto , appena che la medesima conta tra le sue 
radici quelle date dall’ equazioni m=0, mi=0, ec. Ma anche meglio sarà poi eli- 
minargli nel corso dell’ operazione , il che può sempre effettuare! in forza dell’os- 
servazione seguente .Sia (3 uno dei valori di^y dati dall’equazione m~0.Se l’introdu- 
ciamo nel sistema B~ 0, 7?i=0, che nasce immediatamente dall’ altro mA~0 , 

0, queste due equazioni si ridurranno con la sola incognita x. In oltre sicco- 
me y~ft rende nullo m, renderà nullo anche il primo termine di B che ha in i* 
polesi o lo stesso ni, o un summuitiplo di ni per coefficiente. Quindi , qualora non 
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accada che anche il sécondo termine di labbia per cofficiente m, o rniiummaltj- 
plo di m 9 il che qui nou supponiamo, ponendo 1’ equazione 2?=0 dal 

grado n passerà al grado n — \ che è quello di /?,. Le due equazioni #=0 , 
/L=0 essendo dunque del medesimo grado , e contenendo la stessa iden- 
tica incognita x , che deve dall’ una e dall* altra risultare dello stesso valore , 
dovranno allora essere identiche, essendo evidente che non possono aversi gli 
stessi valori per una medesima incognita da due equazioni di eguai grado di (Te-, 
remi tra loro. Dunque la sostituzione di P in luogo di y rende. B=H t , e per con- 
B 

seguenza =1 , quoziente esatto; e quindi R»xs 0. Dunque il resto i?», anche 
Jit 

indipendentemente dalla circostanza di i?=0, R,=0, si annulla da per se stessei 
quando si fajr=|3. Questo resto è dunque per sua natura multipla di y — JS fattore 
di m. E poiché il medesimo ragionamento è applicabile a tutti gli altri laltori di m, 
dovrà concludersi che R, è multiplo dim- Potremo dunque secondo la regola di* 


riderlo per questa quantità prima di passare alla ricerca del nuovo quoziente — : 

iì>' 


il die eseguito, il fattore estraneo m sparirà dal calcolo , ne potrà più avere influ- 
enza alcuna sull’equazione finale. Si dimostrerà nella maniera medesima che Ri, 
R, t ec- risulteranno multipli di m,, m„ ec; quantità tutte che potranno in eguai mo- 
do volta per volta eliminarsi prima di giungere al termine dell’ operazione. 

Esempio. Abbinasi le due equazioni Axxx^y — 3x-+-f=0, B—x'jy — 1)-+- ... 
x — 2=0. Dovremo dividere A per B ( 58 ); e siccome il quoziente risulta di due 
termini (170) , moltiplicheremo A per (y — f)’ (167), e fatta lf* divisione avre- 
mo per vesto i?i= — x(y* — 5jr"— (-3)-Hj<’. — 4y— 1-1 per il quale dovremo divider 
R-. e come si avrebbe di nuovo un quoziente di due termini , moltiplicheremo li 
per (y‘ — 5y+3)’, e fatta quindi la divisione, troveremo i?.=^ 5 — f0^*-f-37y 3 — 
64y'-i-S2y — 16, che diviso secondo la regola per (y — 1)’ dà l’ equazione finale con 
la sola incognita j-, e spagliata d’ogui radice estranea, jf 3 —-8v’-t-20y — 16=0, lo 
cui radici sono y—2, 2, 4, valori clic posti in ifi=0, danno x=f, 1, — 1- 

246. Osservazioni I*. Se l’ incognite nelle due equazioni fossero alla stessa di- 
mensione, fatto y=xzx, e divisa l’ una equazione per Palerà, verrebbe subito un* 
equazione in z,il cui valore posto in y=xi darebbe y per x, d'onde poi x da una 
delle due date : per esempio , le due 3x 1 +2xy’-+-4y 1 =a , 2x^yy-4xy‘—y ì =x6, po- 

3-4-2a’-(-4s 3 a 

stovi r=xz e dividendole, danno — =- , d onde si ha » ec. IP. Se 

J ’ 2z-f-4i r — z 3 * * 

alcuno dei resti si trovi multiplo di qualche funzione p(_v) di y differente da \m, 

m, ec. potremo secondo la regola dividerlo per tf (y), purché ai valori di y dati 

dall'equazione finale si aggiungano quelli dati da p(_y)= 0. HI*. Se si trovi che i 

due poliuomj A,fì abbiano un fattoi' comune <f(x,y), é chiaro che lutti gli infiniti 

valori dati (229) dall’equazione f(x,^’)= 0 renderanno y#= 0, 19=0.11 problemi è 

dunque indeterminato. Coi valori dati da f(x,y)z= 0 , avranno poi luogo anche 

quelli che risultano operando a parte sull’ equazioni Az=U , 2f=0, dopo averle di- 
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Vis€ per il fdttór comune $>(x, /). Clie Se il supposto faètor comune sia ^(x) funzio- 
ne della sola x, 1 ’ equazioni AzzzQ, Bx=0 saranno soddisfalle dal valore o dai va- 
lori di x dati dall’eqazione y(x)=0, qualunque valore arbitrario si dia ad/. Il 
problema sarà dunque determinalo rapporto ad x, indeterminato rapporto ad y> 
lV a . Se l’ultimo resto non contenga/ - , e si riduca ad un numero N , avremo 
l’equazione assurda ÌV==0, d’onde si concluderà ebe assurde sono altresì le con- 
dizioni del problema. V a . Se la sostituzione di una qualche radice (3 dell’ equazion 
finale, faccia sparire x dall’ equazione formata col penultimo resto, x=o© sarà il 
valore di quest* incognita corrispondente ady~p. Infatti il penultimo resto ove x è 
al primo grado (243), non può aver che la forma l'x-\-L ) con T ed /«funzioni di y. 
Questo resto darà dunque 7x-f-Zr=0 , nè potrà sparire x sè non sia 7==0; e poiché 


ili generale 



, sara in questo caso xzz 


— infinito. 
0 


247 . Termineremo con osservare di passaggio come in al- 
cuni casi una sola equazione può servire a determinare due in- 
cognite, o per meglio dire può risolversi in due, atte a determi- 
nare l’una incognita e l’altra. Tale sarebbe l’equazione — «)M- 

(y — bp—o , quando si sappia che X ed y son reali ; poiché ili 
tal càso ambedue i quadrati essendo positivi , non è possibile che 
l’uno distrugga l’altro: se dunque là lor somma é zero, con- 
viene che ciascuno dei due si annulli da se medesimo , b che si 
abbia (x — a) 2 — o, {y — 5) 3 =o, e quindi ancora x — a= o , y— 
b=o , il che dà x=a , y=b. Tale pure sarebbe l’ altra ax- f- 
y'Y ■^zb==g-\-pY -+- b , ossia ax — g-h(,y— p') Y -t-ò~o, se tutte 
le quantità note ed ignote fossero per condizione reali e razionai ij 
poiché in tal Caso la prima parte ax — g essendo reale e razionale, 
non può esser distrutta dalla seconda ( y — p') Y ~^~b, che è o irra- 
zionale se ha luogo il segno disopra, o immaginària se ha luogo 
quello di sotto. Le due parti dunque si annulleranno da se me- 
desime, e si avrà ax — g= o, (y — pìY~*~b=o , o più sempli- 

cernente y* — p—o ; e di qui xr= — * y~P‘ 


Applicazioni delle Teorie precedenti alla soluzione dbi 
i Problemi di primo grado 

*48. Intendiamo per Problema un quesito nel quale sia 
proposta la ricerca d’ una o più quantità dotate di qualche par- 
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ticolarità determinata , o atte a soddisfare a certe stabilite con- 
dizioni, o aventi relazioni assegnate con altre quantità note. Quelle 
che si cercano si chiamano le incognite del Problema ; le con- 
dizioni o relazioni volute si chiamano i dati. Perchè il Proble- 
ma sia solubile è necessario che i dati sieno tali ed in tal modo 
espressi, da poter concludere tra le quantità note ed ignote, e 
secondo il numero di quest’ ultime , una o più equazioni , le 
quali sciolte rendan palese il valore delle quantità che si cercano. 

a/j9- Ma quando pur niente manchi nell’esposizione dei da- 
ti , il saper condurci da questi all’ equazioni , nel che adunque 
tutto consiste il segreto della soluzione di un Problema , non è 
cosa che così facilmente si apprenda ; tanto più che non posson 
darsi regole e precetti generali su questo proposito. Il solo buon 
senso, e l’esame attento e minuto delle condizioni proposte pos- 
sono unicamente servirci di scorta. I pochi esempj che qui ri- 
portiamo serviranno intanto a dare una qualche idea dello spi- 
rito del metodo, che presso a poco dovremo negli altri casi te- 
nere. Si scorgerà che tutta l’arte in principal modo consiste nel 
suppor già trovati i numeri che si cercano, rappresentargli al- 
gebricamente con i soliti simboli dell’ incognite, cioè con x,y,s 
ee. (233), e su di essi eseguir tutte le operazioni che natural- 
mente si farebbero, se già conoscendone il valore, si volesse mostra- 
re come questo realmente corrisponde alle richieste condizioni. 

1°. Trovare un numero la cui metà, quarta e quinta parte 
sommate insieme faccian 38. Sia x il numero cercato; \x,\x,\ x 
ne saranno la metà, la quarta e la quinta parte; la lor somma 
deve per condizione essere eguale a 38 , avremo dunque l’ equa- 
zione { jj?=38. Tolti i rotti, si ha ì ox-\-5x-\-/\x= 

38 X 20 cioè i()x=y6o, d’ onde x==-^==4°> numero cercato. 

Infatti 20 sua metà, io sua 4“ parte, 8 sua 5* parte fanno 38. 

II 0 . Qual è quel numero il cui terzo e quinto differiscon 
d’8? Sia x: il terzo sarà jr, il quinto jx. Dunque — ^as=8, 
d’onde, tolti i rotti, 5x — 3x=i 20 , edx=6o. Infatti 20 ter- 
za parte di Co , e 12 quinta parte differiscono appunto d’8. 

III 0 . Diviso un numero per 6 si è avuto un tal quoziente. 
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che sommato col divisore e col dividendo dà 69. Qual è questo 
numero ? Sia # : il suo quoziente per 6 sarà ^x , e quindi in 
forza della condizione | #+#-4-6=69, ossia #-t- 6 #- 4 - 36 = 4 x 4 > 
d’onde facilmente x—Sf\. Infatti 9, quoziente di 54 diviso per 
6, sommato con 54 e con 6 dà 69. 

IV 0 . Dividere il 3 a in due parti tali che moltiplicando l’ li- 
na per 3 , l’ altra per 2 , la somma dei due prodotti sia 70. Chia- 
mo x una delle due parli , sarà 3 a — x 1 ’ altra; 3 # sarà il pro- 
dotto della prima per 3 , 2 ( 32 — x) quello della seconda per 2 ; 
la somma dei quali dovendo far 70 , avremo visibilmente l’ e- 
quazione 3 #- 4 - 2 ( 32 — x)=^o ; cioè, sciogliendo la parentesi e 
riducendo, #-+-64=70, d’onde #=6. Sarà dunque 6 una delle 
parti, e quindi 32 — 6=26 l’altra. Infatti la prima moltiplicata 
per 3 fa 18, l’altra per 2 fa 52 , prodotti che sommati danno 70. 
Si noti che lo stesso si sarebbe trovato se nello stabilir l’equa- 
zione si moltiplicava per 2 la parte x, per 3 la parte 32 — x. 

V°. Trovare un tal numero x tanto minore di 12 , quanto 
il suo prodotto per 5 è maggiore di 3 o. Il senso del que- 
sito è che sottraendo da 12 il numero cercato x, deve aver- 
si lo stesso resto che sottraendo 3 o dal suo quintuplo 5 #. Dun- 
que 12 — #= 5 # — 3 o, ed #=7. Infatti il 7 è minore del 12 di 5 
unità, e di altrettante è maggiore del 3 o il 35 quintuplo di 7. 

VI°. Dividere il 25 in due parti tali, che la maggiore con- 
tenga 49 volte la minore. Ciò vuol dire che l’ una parte divi- 
sa per l’ altra deve dare in quoziente 49 - Sia dunque x la mag- 
giore, sarà 25 — x la minore, e quindi -,J =49> d’onde#= 

49 ( 25 — x ) ; e sciolta la parentesi, #=1225 — 49 x ? di qui #= 

<225 , _ . „ r 

~~ =24,5 parte maggiore , e 20 — #=o ,5 parte minore. 

VII 0 . Un padre ha il sestuplo dell’ età del figlio , e la 
somma delle loro età è 91. Qual’ è l’età di ciascuno? Sia# 1 ’ 
età del padre, sarà |# quella del figlio; d’ onde #-+-{#=91 ; 
6 #H-#= 546 ; #=78, età del padre; ed |#=i 3 , età del figlio. 

VIII°. A e B postisi al giuoco con egual somma han per- 
duto. La perdita di A è 12 , quella di B è 57 , e B ha solo il 
quarto di ciò che resta ad A. Quanto avevano in principio? A- 
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vevano x; e poiché A perdè 12 , gli resta x — 12; mentre a B 
clic perdè 5 y resta x — 5 ”. Ma B rimane col quarto di ciò che 

resta ad A, dunque x — 57=*—^, d’onde 2^=72. 

IX 0 . Si hanno due tazze con un solo coperchio; l’unapesa 
la onde, ed è ignoto il peso dell’altra, c del coperchio. Sappia- 
mo però che posto il coperchio sulla prima si ha un peso to- 
tale triplo della seconda; postolo sulla seconda si ha un peso 
doppio di quello della prima. Quanto pesa la seconda lazza , 
«pianto il coperchio ? Sia x il peso del coperchio; sarà x-{-i 2 
ciò che con esso pesa la prima tazza ; e perciò f (aH-i2)=. . . 
j x-\-,\ ciò che pesa l’altra senza di esso. Questa dunque insie- 
me col coperchio peserà cc-f- j.r-t-4 ovvero numero elio 

per condizione deveesser doppio di 12, quantità d’oncieche pesa l’al- 
tra. Avremo dunque f jM- 4=24 ; d’ onde x=ì 5 peso del coper- 
chio, e 4x-t-4=q peso dell’altra tazza. 

X”. Tre amici, che chiamo B, C,D giuocarono, eilgiuoco 
«li B cC fu 21 lira; quello di Be 1 ) fu 24 ; e «juello di C e D 
27. Quanto giuocò ciascuno? Posto .rii denaro diB, sarà 21 — x 
quello di C, e 24 — x «piello di I), che sommati debbon far 27 
lire. Duncjue 21 — aH-24 — ^=27; 2x=45 — 27=18, ed x=t), 
giuoco di B, il che dà 12 lire per C e i 5 per D. 

Osserv. Al primo aspetto le tre quantità del denaro pare- 
vano tante incognite differenti: ma osservando meglio, si vede 
che una determina 1 ’ altre. Perciò il numero delle incognite non 
dipende da quello delle «juestioni , ma dalla relazione che è tra le 
condizioni del Problema. Pur si avrebbe la soluzione introducen- 
do più incognite: ma le soluzioni più semplici van preferite. 

XI°. Un padre lascia al figlio maggiore 1000 scudi e | di ciò 
che resta; a! secondo 2000 scudi e j del resto; al terzo 3 ooo scu- 
di e J del resto, e cosi fino all’ultimo Fatte le parti, si Irò-- 
varono eguali. Cerco l’asse paterno, il numero dei figli e la 
parte di ciascuno. Anche «pii basta un’ incognita; poiché conosciu- 
to l’asse paterno, e divisolo per la parte del figlio maggiore, si 
avrà il numero delle parli eguali e perciò ile’ figli. Chiamo dun- 
que l’asse paterno x, e pongo per comodo iooo=a; poi dico: 
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quando il maggiore ha preso a, l’asse resta x—^a, di cui dee a» 
vere j ; dunque la sua parte è a-\-\{x — a)-=\{^>a-\-x). La tol- 
go da x, e resta x — \( - Sa-\-x)=j{x — a), di cui il secondo 
dee avere -za, e rimarrà |(ar — a)^ia=^=j( 5 x-^-t •ja ) , il cui se- 
sto è T ' T ( 5 .r — 1 no ) : onde lapartedel secondoè 2a-4-y T (5.r— 1 ja) 
=/ T ( 1 1 a-Kc). Or le due parti sono eguali ; dunque \($a-\-x)=t 
■£j{ \ 1 a-hx). Tolgo i rotti ed \\o 'ioa-+- 6 x=‘ 55 a-\- 5 x, x= 9 . 5 a=» 
26000; onde la parte del maggiore è 5 ooo scudi ; e 5 sono i fratelli. 

XII 0 . La somma di due numeri è a, la lor differenza è b: 
qual ison questi numeri? Siano x,y; avremo x-\ry—a, x—y^=b t 
equazioni che sommate danno x=^-~~ , sottratte y=^~t . Co- 
si se a=io, b= 6 , si troverà #=8, y=s. 

XIII 0 . Indovinate le lire di A e di B : se A ne dà una a B, 
ne hanno un’egual somma; se B ne dà due ad A , questo ne 
ha il doppio di B. Sieno x quelle di A, X quelle di B : la I". con- 
dizione dà x — i==jM-i, la II”. x-\-?.=i(y — 2). Sottratta la I*. 
equaz'one dalla II", si ha y= 8, col qual valore la I”. dàx=io. 

XI Y°. Un Orefice vende 3 once d’oro e 5 d’argento per 
3 18 lire; e 5 once d’ oro e 7 d’ argento per 522 lire: quanto 
costa l’oncia d’oro, e l’oncia d’argento? Posti x, yi valori cer- 
cati, si avrà 3 jc— l— 5 ^= 3 18; 5x-+-2/=5a2, equazioni che sciolte 
secondo la regola (240), danno ^==6, ed x=9 6. 

XV”. Di tre cavalli , il primo colla metà del prezzo degli 
altri vale 2 5 rusponi; l’altro con un terzo del prezzo degli al- 
tri , 26; l’ultimo colla metà del prezzo degli altri, 29. Qual ò 
il prezzo di ciascuno? Chiamando x, y, z i tre prezzi, 1 ’ equa- 
zioni saranno x-h{y-\-{ z=‘ì^.y-{-jx-{-jZ=’z 6 , z-hjx-hìy^ 
29, le quali, fatti sparire i rotti, divengono. I". 2 x-hy-hz= 5 o t 
II”. 3 y-i-x-hz=j 8 , III". :iz-hx-hy= 5 8 . Tolgo la I”. dalla 
II”. e viene IV*. 2 y — oc= 28 ; moltiplico la II”. per 2 e ne tol- 
go la III”., il che mi dà V*. 5 ^-— I— ^==98 ; infine sommo la IV*. e 
V*.e trovo ^=18; onde dalla IV”.x=8, e dalla III*. z=t6. 

Equazioni del secondo grado 
‘ u 5 o. L’ equazioni del secondo grado o quadratiche possono 
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tutte assai facilmente ridursi alla forma x 2 -\-px=q, in cui p eq 
si suppongon numeri noti interi o frazionarj , positivi o negati- 
vi. Così se si abbia 3 .r 2 -|- 6 .zH- 5 = 8 -t- 5 x 2 -+- 3 .r , primieramen- 
te trasportando e riducendo verrà — 2o; 2 -t-3a?=3 , e quindi , 
cambiati i segni a tutta l’ equazione , ix 1 — 3 x= — 3 , e final- 
mente dividendo per a, coefficiente dell’ incognita al secondo gra- 
do , x 2 — f x= — y , equazione della forma che sopra. Risoluta 
perciò l’equazione x x -\-poc=q saranno risolute tutte le altre. 

25 1. Or ciò si ottiene agevolmente cominciando dal compi- 
re il quadrato del primo membro (2o4)» cioè aggiungendo tan- 

nt 

lo a questo che all’altro il quadrato —-, poi estraendo da ambe- 
due la radice (2o3) , il che dà x-t- =-t~y Qj-i r E— ^ , equa- 

zione di i°. grado, che risoluta darà x= — ^-*~Y ^ in 

generale; ed x— i Yq nel caso particolare che sia o, e 

P equazione proposta si riduca ad x 2 —q. 

2 5 2. L’incognita ha dunque qui due valori per causa del 

doppio segno inerente al radicale, e sono i°. x = — y -\~Y (q I y-) 

2°. x = — P - — Y (q 1 \ Questi valori si chiamano ancora ra- 

dici dell’ equazione, le quali perciò saranno sempre due in 
un’equazione di secondo grado. In generale si dà il nome di 
radice al valore che ha l’incognita in qualunque equazione, 
o a quella qualunque quantità che sostituita in luogo dell’ incognita 
soddisfa ili’ equazione (227). 

253 . Ora rapporto alle due radici precedenti è da notarsi 
i°. che se q è positivo, come in x 2 — 5 , o se, essendo ne- 
gativo, è < — , come in x 2 -+- 6 x= — 1, le radici saranno ambe- 
due reali (189); 2 0 . e di più saranno razionali se q-\- ~ sia un 
quadrato perfetto , come in x-\- 8 x=q ; 3 °. saranno poi imraa- 

• t , m P* 

gmane se q sia negativo e > ~ (1 89), come in x 2 -\-ox— — 20. 

254 . E poiché in tutti icasi sommandole si ha — ^.moltiplican- 
dole si ha — <7(192)» perciò chiamata l una a l’altra b, avremo p= 
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— a — b, q=* — ab. Se dunque l'equazione a^-f -px=q si riduca 
ad x*-4 -px — q=o, sostituiti i nuovi valori di p, q , sarà x 2 — 
ax — bx-i-ab~—o, ossia (ij-ì)x(x — a) — b{x — a)=o, ossia ( x — a) 
(x — b)= o. Dunque il primo membro di un* equazione del se- 
condo grado, che abbia zero nell’ altro membro e V unità per 
coefficiente all’*. 2 , è il prodotto di due fattori semplici del 
primo grado della forma x — a, x — b, ove a, b sono le radi- 
ci dell* equazione. Così nell’equazione x 2 — 5 x-f- 6 — o, che ha 
per radici x=%, x=ì, il primo membro è il prodotto di (x — 2) 
(jt — 3 ). Vedremo in breve ( 25 q) come una consimile proprietà 
si verifica nell’ equazioni d’ ogni grado, e allora ne rileveremo 
la somma importanza. Intanto si osserverà che qualora si abbia 
un prodotto qualunque quadratico della forma x?-\-fx-\rg , e se 
ne vogliano i fattori, basterà mandarlo a zero, cioè formarne 
il primo membro di un’ equazione che abbia zero nel secondo : 
le radici di quest’ equazione faranno, come èqevidente , scoprire 
i fattori cercati. Ma si venga ai Problemi. 

255 . 1 °. Trovare un numero x che col suo settuplo e col 
suo quadrato dia 1 44 * Dunque x 2 -\-qx=i^. Compito il qua- 
drato, avrò 44 ~t~ V * e d estraendo la radice e 

trasponendo , verrà x=-—l ( 1 44 - t~V ) == — 6 7 5=== — 
l+V. Il segno -+- dà x= — t-HV =9 j il segno — dà x = — 
\ — Y= — 16. Infatti 9X9-P7 X 9 = r 8 i-ì-€ 3 :=i 44 j come P ure 
— 1 6 X — 1 6+7 X — 1 6=2 56 — 1 1 2= 1 44 > esempio della dop- 
pia soluzione che ricevon 1’ equazioni dèi secondo grado. 

Si paragoni x 2 -\-qx=\^ con l’equazione generale ( 25 o) 
x 2 -hpx=q, si hap=q, 1 44 > e dalle formule (a 5 1 )x = — \p 

ir] V iq-^sp 2 ) verrà 2^=9 ed x= — 16. 

11 °. Trovare un tal numero x che, sottratto 2 dal suo qua- 
dralo, dia il resto t. Dunque x 2 — 2=1 , ed a ^=3 ; estraendo la 
radice , x=- J r- 1/ 3 : dunque la radice di 3 in -4- o in — , sod- 
disfa al problema: ma essendo inassegnabile , bisogna contentarsi 
d’ un’ approssimazione. 

III 0 . Dividere il numero 10 in due parti , il cui prodotto 
sia too. Fatta x una delle patti cercate, l’altra sarà 10 — x, e 
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il loro prodotto 1 ox— ; onde ioa>— x 1 =iòo , ovvero a; 1 -— 
iox= — 100 equazione che sciolta dà x=$-*~V ( — iooH-a 5 ) 
— y 5 , valore immaginario; dunque il problema è as- 
surdo , nè si può divider 1 o in due parti il cui prodotto sia 1 oo. 

1 V°. Un numero x di persone dee pagar 34 ?d per egual por- 
zione. Tre non pagando, suppliscon l 5 altre, il che importa a 
ciascuua 19* di più. Cerco x. Si dirà: la parte di ciascuno, 
342 

pagando tutti , sarebbe — ; tre non pagando , la parte dei rima- 

• 1 342 1, , , 342 342 

nenti è — - : ma questa supera 1 altra di 1 9, dunque- — - — — = 1 9, 

Fa! te le operazioni, si trova x 2 — 3 x= 54 i ond ex=j+{/ ( 54 ~t-|) 
3 = ì'^y ' )— r — Vj d’onde .47=9, ovvero = — 6. Delle due 
soluzioni la prima soltanto è visibilmente la cercata. Gran dun- 
que 9 le persone , 6 delle quali pagando 5 ^, hanno fonnata la 
somma di lire 

Quanto all’altra soluzione , se comparisce allatto fuor di 
proposito rapporto al quesito, tale non è rapporto all’equazio- 
ne, a cui pienamente soddisfà del pari che l’altra. E qui con- 
vien riflettere che in queste ricerche l’Algebra non è direttamente 
impiegala a render risposta al quesito, ma a risolver l’ equazio- 
ne clic le condizioni han fatta nascere. Se la soluzione è doppia 
spetta al solo buon senso lo scegliere fra le due l’opportuna. 

V°. Un Generale vorrebbe dispor dei Soldati in battaglion 
quadrato, ma nel suo primo disegno avanzano i»4 uomini, e se 
aggiunge un uomo ad ogni fila, ne mancano laq. Quanta è la 
Truppa? Pongo 0=19.4, 5 = 129, x il numero dei Soldati d’u- 
na fila rei primo disegno ; sarà x-\-i il loro numero nel secon- 
do: or nel primo la Truppa è x 2 -\-a, uel secondo (aH-i ) 2 — 1 >; 

dunque x 2 -*-a—x 2 - 1 — b\ ed x= —126; onde 


x 2 =i 3 <S- 6 , ed x 2 -\-a= 16000, truppa cercata. 

VI 0 . Si cercano due numeri tali, che il triplo del loro pro- 
dotto eguagli il doppio della lor somma, e la differenza de’ lor 
quadrati. Sia.r il più grande de’ numeri , y il minore. Per la I, 
condizione, a(x-Hp )=3 xy •, perla II., 3 xy=x 2 — -y 2 , onde 
a Di qui x=j'-h2} il che cangia la I. iu 
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l\y-\-!\is='iy*-±-&y, d’onde y = — ed x=*zìliV > 3 . 

VII®. Gli scudi di A, B so» lauti che sottraila dai lor qua- 
drati la lor somma, si ha 78; unita questa al loro prodotto , $i ha 39. 
Quanti sono ? Gli chiamo x, y, e operando nei modi soliti , il 
problema , che è del secondo grado , comparisce del quarto. In 
tali casi potrà farsi cosi. Sia t.x la somma degli scudi, 2 \y la 
lor differenza : dunque («49. XII) il maggiore sarà x-y-y, il mi- 
nore x — y. Si avrà perciò I . ; yY- — 20^=78, cioè 

3 g—x 2 -hy 2 — x[", II 1 . {x-i-y'Kxr—y')- 4-2a^=39=x a — y a -hzx. 
Sommando verrà 2x 2 -hx=y8 f che risoluta dà }- H =6, 

onde y*= 3 g-+-x — x*^9 , y = 3 , e i numeri cercati x-i-y=t), 
x—y= 3 . 

a 56 . Dee qui osservarsi che l’ equazioni di questa forma 
X 3m -\ -px m =q, si risolvono come quelle del secondo grado; poi- 
ché fatta x n ‘=y, si riducono ad y 2 -+-py=q, onde y — — iy-+* 

yCiP 2 - *-<7)1 che dà x==±-y( — ìpztViiP'-ì-q))’ 

Equazioni dei gradi superiori al secondo 
Nozioni preliminari 

«57. Sia 1 * equazione x m -\-A x" 1 — M -Bx m 3 -bCx a ‘~~ ì -{- 
cc.,.. -t-Q— o , del grado qualunque m , ordinata per x , con 
zero nel secondo membro, con l’unità positiva per coefficiente al ter- 
mine ove l’incognitaèal più alto grado, e con gli altri coefficienti 
A,B, C ec. noti e qualunque, purché reali e razionali; condi- 
zioni che sempre supporrò in avvenire. E per maggior comodo 
sia quest’equazione rappresentata da X^=o. 

268. Comincerò dal rammentare che se il polinomio X si 
divida per il binomio semplice di primo grado .r— a , avremo 
un resto A corrispondente in lutto a ciò che diviene X quando 
vi si pone a in luogo di a? (171). Sia frattanto a il valore o uno 
dei valori chepostiin Xin luogo di x soddisfanno all’equazione 
.X=o (227) ossia rendon nullo X. In tal caso è visibile che 
anche il resto A m dovrà esso pure esser nullo. La divisione sarà 
dunque esatta, ed x — a sarà fattore di X ( 3 t ,2°). Quindi poiché 
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un valore qualunque di x atto a soddisfare l’ equazione X=o 
deve necessariamente sempre aver luogo {227) , cosi il polino- 
mio X quando abbia la forma prescritta non può non essere un 
prodotto di un fattore almeno di primo grado della forma di 
x—a , e di un altro che rappresenteremo con X, , e che sicco- 
me vedemmo (171) sarà del grado m — 1 , e della forma stessa di X. 

259. Dunque X=X, ( x — a). Perciò se m— 2 , e per con- 
seguenza X, di primo grado , sarà X il prodotto di due fattori 
di primo grado, come si sapeva (2 54 ). 

Se m=ò sarà X, del secondo grado ; ed X, oltre x — a , 
avrà i due fattori semplici contenuti in X, , cioè sarà il pro- 
dotto di tre fattori consimili ad x — a. 

Se m =4 sarà -Ai del terzo grado ; ed in X, oltre x — a , 
saran contenuti i tre fattori semplici contenuti in X , , cioè avrà 
quattro fattori semplici conformi ad x — a . E proseguendo a ra- 
gionare nella guisa stessa per ogni susseguente valor di m , si 
perverrà a concludere in generale, che il primo membro d’ un 
equazione del grado m è il prodotto di m fattori semplici 
di primo grado, della forma di x — a. 

260. Sieuo x — a, x — b, x — c, ec. questi fattori. Avremo 
X=(x — a)(x — b){x — c) ec. =0 , e questa seconda equazione 
sarà identica alla proposta X=o, cioè sarà la stessa , sotto for- 
ma diversa; e ambedue goderanno delle medesime proprietà. 

Ora è ben manifesto che, qualunque delle quantità a , 
b, c, ec. si ponga nella seconda in luogo di x, il primo mem- 
bro divien nullo, e l’equazione è perciò soddisfatta. Dunque 
tutte le predette quantità sono altrettante radici dell’equazione 
(252), eperciò ogni equazione del gradoni, ha sempre m radici. 

261. Oss. I. Se i fattori son noti, ciascun di essi eguagliato 
a zero farà agevolmente conoscere una delle radici. All’opposto se 
son note le radici, eguagliandole all’incognita equindi mandando a 
zero l’ equazioni, verranno a formarsi i fattori. Perciò se dato 
uu prodotto algebrico P, purché di forma analoga ad X (257), 
si faccia P=o,le radici di questa equazione, qualora possano rile- 
varsi , fa ran conoscere i fattori da cui P risulta. Cosi se per esem- 
pio sia P=x"' — 1, poiché, fatto x m — 1=0, quest’ equazione è 
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visibilmente soddisfatta da .t=i , sarà dunque a?— i uu fattore 
esatto dia:" 1 — i;ed infatti x m — i = (x — ìX-r" 1 — 1 -\-x m — 2 -f- 
x m — 3-f-t‘c. . . — t— i ) j dal che intanto si apprende quest’utile c 
bella conseguenza che qualunque potenza diminuita di un’ u~ 
nità è multipla della sua radice diminuita parimente d’ un’ 
imita, come ciascuno può facilmente verificar con esempj.Clie 
se una o più delle radici a , b, c,ec. dell’equazione sienozero, 
l’equazione avrà altrettante volte x per fattore ; sarà dunque di- 
visibile altrettante per x, e viceversa. 

262 . IL Se nella proposta si cangi x in — x anche i va- 
lori a, b, c, ec. di x si cangeranno in — a , — b, — c, ec., cioè 
le radici della nuova equazione saranno eguali, ma di segno con- 
trario a quelle della prima in modo che le radici positive della 
prima saranno radici negative della seconda, e viceversa. Frat- 
tanto se in è pari il cangiamento di x in — x riduce la prima ad 
x m — A oc" 1 — I -t-Bx m — 2 — ec...-+-£2==o, e se m è impari la ridu- 
ce a — ocm-ì-Ax" 1 — 1 — Bx m ~ M-ec. . . -t-SÌ=o , che cangiati i 
segni diviene x m — Ax m — l ~hBx m — 2 — ec... — Q=o. In ambe- 
due i casi non perdono dunque il loro segno che i termini di 
posto pari, e perciò due equazioni, che soltanto differiscan 
fra loro nei segni dei termini di posto pari , hanno le radici 
stesse , ma con segno diverso. 

263 . Se si cangia x in — , l’ equazione diverrà i-+-Ax-+-Bx‘-ì-Cx ì -i- . ..- 4 -llx ,n =0 

, 1 t 1 ax — t bx — t ex — 1 

che avrà per radici — , — , — ec. , e per fattori , — - — , , d on- . 

ab c a b c 

de {ax — fXè*— tXcx — 1) ec. ^0=(t — ax){{—.bx)tc. Quanto però ai coefficienti 
A,B,Ce c. conserveranno gli stessi valori della proposta, esarà perciò (285.3°.) Axx 
a-t-ò-l-e-t-ec., B=xib-+-ac-^-ec.C=^abc-+ ec. ed fi sarà il prodotto di tutti i coef- 
ficienti che ha x in ciascun dei fattori. 

261. Viceversa se a,4, c,ec. sianole radici di t -+-Ax->rBx'-vCx ì ec.. 

saranno — , — , — ec. leradici dell’altra x m -+-Ax m — 'X-Bx’a — ’+Cr* — M-ec._ 
a b c 

supponendo al soli lo in ambedue eguali i coefficienti A , B,C e c. 

265. Se — M sia il massimo coefficiente negativo di X, e si ponga x~M +! , 
X risulterà positiva. Infatti poiché Xx^x m -t-Ax m -—'A-Bx m — M- ec. ..-4-0, * 
( 261 ) si ha x»=(x_t)(x»— , -t-x>*— *-+- ec. . . . -H)-H, sarà dunque X=- . . . 
(x — i +A)x m — i- 4 -(x — i +fi)x“— , -f-( J ' — i-+-C)x« — ’-f- ec. -4- (x — M-a)-H> 
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ed è chiaro che niun coefficiente può rimaner negativo quando r — ) zxM, ovvero X— 
A/-M . A più forte ragione si avrà un resultato positivo sesipougar>A/+t. Quin- 
di i veri valori di z, che rendono XzxO, dovranno esser minori di M-\-{ , che per- 
ciò potrà riguardarsi come un limite delle radici positive dell’equazione. Quanto 
al limile delle radici negative potrà tvovarsi cangiando nella proposta x in — x 

(262), e cercando nel modo medesimo il limite delle radici positive della trasfor- 
mala , che corrispondono alle negative della proposta. 

266. Se due quantità reali p, q successivamente poste in luogo di meli’ equa- 
zione, rendono il primo membro X, l’una positivo, l’altra negativo, l’equazione 
avrà per lo meno una radice reale contenuta fra p, q. Infatti nel primo caso X si 
converte in (p— a)(j>— b)(j> — c) ec, , nel secondo in {q—a)(q^b)(q—c) ec. Ora 
Se p, e q fossero o ambedue maggiori , o ambedue minori di ciascuna radice re- 
ale, i fattori p—aeq — a,p — he q—b, ec. avrebbero rcspeltivamente segni eguali, e 
in conseguenza eguali sarebbero pure i segni dei loro prodotti. Se ciò non succede, 
è dunque chiaro , che una almeno delle radici, come per esempio a, è contenuta 
fra p e q, nel qual caso i due fattori p— a, q — a risultando necessariamente di dif- 
ferente segno , fanno diversificar di segno anche i prodotti. 

267 . Per altro se tra p, q reslin contenute o due , o quattro, o più radici in 
numero pari , i resultamene delle due sostituzioni non potranno esser giammai di 
segno diverso; poiché i fattori che cambian di segno essendo allora in numero pari, 
il loro prodotto parziale sarà sempre positivo , e quindi non potrà influire sul se- 
gno del prodotto totale. Non cosi se le radioi contenute sieno in numero impari, 
pome è evidente. Se poi tutte le radici fossero immaginarie, non potendo queste 
trovarsi fra le quantità reali p e q, qualunque valore abbiano queste due quantità, 
la loro sostituzione non darà mai risultamene di segno differente. 

268. Ogni equazione con l’ultimo termine negativo ha per Io meno una radi- 
ce reale positiva : poiché , fatto x—0, si ha Xzx — fatto (265) si ha X 
positivo; vi è dunque una radice reale positiva contenuta fra zero ed #f-M (266). 

269. Ogni equazione di grado impari con l’ultimo termine positivo, ha una 
radice reale negativa; poiché posto — r per x , l’ultimo termine diviene negati- 
vo (262), e la nuova equazione ha dunque una radice reale positiva (268), che sarà 
radice negativa della proposta (262). 

270. Ogni equazione di grado pari con l’ultimo termine negativo ha una radi- 
ce reale positiva, come si sa (268), ed una negativa; poiché posto — x perr, l’ul- 
timo termine non $1 cangia (262); dunque la nuova equazione ha una radice posi- 
tiva (268), e la data ne ha unauegativa. Perciò ogni equazione che non abbia radi- 
ce alcuna reale dovrà esser di grado pari , ed aver 1’ ultimo termine positivo. 

27 1 . In ogni equazione di grado pari mancante di tutti i termini di con x a poten- 
za pari, ad ogni radice positiva ne corrisponderà una eguale negativa Infatti ponen- 
do x’r-ync nascerà un’eqnazione completa, ed ogni radice di questa ne darà due per 
|g proposta espresse da y. Ria stessa proprietà avràlnoga nel casa medesimo 


Digitìzed by Google 



I 

129 

per l’ equazioni di grado impari mancanti dira potenza pari $ ma quelle a v rati 
di più una radice zero. Infatti nella supposta ipotesi dovrà mancare 1* ultimo tèrmi' 
ne; l’equazione sarà dunque divisibile per x, che ne sarà perciò un (attore e darà 
luogo all’ equazione x;=0 (261)* Divisa l’equazione per x 9 ne risulterà un'altra di 
grado pari, in cui avrà dunque luogo la proposizione già din\pslrata. 

272- Se nella proposta abbiansi una o piti coppie di radici eguali, ma di segno 
contrario , e quindi dei fattori della forma x* — a*, sì quelle che questi rimarranno 
anche nella trasformata, clic nasce dal porre —x in luogo di x. Sia frattanto P il 
prodotto dei fattori di cui si tratta, potremo rappresentar con PXx la proposta, e 
con PXa la trasformala, e chiamata M la somma dei termini di posto impari , ed N 
quella dei termini di posto pari , avremo dalla proposta 3I-\-N^PX » e dalla 
trasformala M-~-N^PX» ; d* onde , sommando e sottraendo , 3/=y P(Xi-f-X») ,* 
Dunque 31 ed iVavranno P per comun divisore, che la nota 
regola (175) farà assai facilmente discoprire. Dopo di che, l’equazione PzzzO darà 
tulle le radici c tutti i fattori del genere di cui parliamo. Es, Sieuo da trovarsi i lai- 
tori della forma x a «*-« a nell* equazione x”-t-3x f »— 3x 5 *— 9x^-+-4x«-f-l2s=:0. Sai a 3f=z 
xl — 3x 5 4-4x, JVj=3x 6 ^— yx^-4-12 , che hanno per comun divisore x 6 — *3xM-4. fa- 
gliagli andolo a zero (261), e tacendo x'==y (27 1), nasce 1’ equazione y*— 3p*-f-4=0 # 
che ha per radici — 1, 4-2, -f-2. La proposta avrà dunque per lati ori xM-( , x’ — 2, 
x* — 2 tutti della forma richiesta. 

273. Se 1’ equazione X.=0 abbia una radice immaginaria, ed espressa dan-f- 
ij/_ t , uè avrà parimente un’altra espressa da a — £j/ — 1. Infatti dovendo in tal 
caso aversi (258) Xi=?Xt(x— •<*— < by — 1), ed X essendo reale (257), anche X« sa- 
rà immaginario ((99) e potrà esprimersi con A-\~B\/ — 1. Sarà dunque X=^=(x — (ì)A 
— 14-(x— a)Bf/ — i-hòB=0, d’ondeper il nolo principio (247), (x — à)B 
^=Ab x ed (x — <i) A==r~b B, equazioni che moltiplicale danno (x-«-<i) , ==:-^% d’on- 
de x^a-¥~by — 1 . Quindi le radici immaginarie di un’ equazione dovranuo esser 
sempre in numero pari : c perciò nn’ equazione di grado impari dovrà aver sem- 
pre pei' lo meno una radice reale. 

274. Dalle due radici a-i-bf,/ — 1 , a — bf/ ■<-! sì hanno ì fattori x— a— Aj/" — 1, 
X — (261), ilcuì prodotto x’— 2«x+a’-f-A* è reale. Quindi il polinomio 
X è sempre decomponibile in fattori reali o di pl into o di secondo grado, 

y 

275. Se nella proposta si ponga ar^= avremo la trasformata y m ~*-Aky + — < 

•+-Bh‘y m *-f-CAV m — ■*■+• ec... +A-n=0, le cui radici saranno quelle della pro- 
posta moltiplicate perA.Se.nf,/?,Cec. si eoo frazionar], e sì eguagli h o al prodotto 
totale, o al numero multiplo di ciascun denominatore (56), il numeratore di ciascun 
coefficiente della nuova trasformata diverrà visibilmente multiplo del respcltivo 
denominatore, e peroiò spariranno i rotti da tutta l’equazioue. Con questo merla 
un’ equazione con rotti può cangiarsi in un’ altra che uou ne abbia. 


T- I 
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276. Se si (a x=_y-t-A avremo l’altra trasformata 

■ ■-!. ( m — 0 «-». (m— f)(m — 2) 

y -\-nrjr h+m ‘ ■ - — J h’-bin ^ A»-+-ec . . 

4- -+- (m— 2)Si»-’A 4-ec . . .4 -jBA*~* 

4- 6>*-» 4-ec . . .-t-6’A«- 5 

4-ec. . . 4-ec. 


*+-11 

le cui radici equivarranno a quelle della proposta diminuite o accresciute di A, se- 
condo che A sarà positiva o negativa. Può anche osservarsi che l’ultimo termine non 
è che il primo membro dell’ equazione proposta col solo cambiamento di x in A. 
Onde se A=f questo termine eguaglierà la somma dei coellicieati della proposta. 

277. Posto A= sparirà il secondo termine della trasformata. Perciò 

m 

un’equazione col secondo termine si cangia in un’ altra che non lo abbia , con 
eguagliar l’incognita s ad una nuova incognita y unita al coefficiente del se- 
condo termine , preso consegno contrario, e diviso per il grado dell' equazio- 
ne. Se A non sia multiplo di m e vogliano evitarsi i rotti che la sostituzione intro- 
y—A 

dorrebbe, si farà x=r (275) . Se poi vogliasi togliere il terzo, o il quarto ter- 


mine, dovremo prendere il valore di A dall’’ equazioni 


mira— 0 , , 

- 1 ^ h’-h(m—i)Ah-h 


m(m — dYm — 2) ,, (m — t )(m — 2) „ . 

2?=0 , r — AM- - ■ Ah'-yfm — 2)/JA-+-C— rO , ì cm prr- 

2.3 2 

mi membri sono i coefficienti dei termini terzo e quarto. Generalmente perù uon 
è utile che 1’ espulsion del secondo. È poi da avvertirsi che non sarà sempre pos- 
sibile espellere i termini oltre il secondo, perchè dalle stabilite equazioni può aversi 
A immaginario , con che la trasformata non risulterebbe sotto forma reale. 


278. Se A si determini io modo che tutti i termini della trasformata risultino 
positivi, y non avrà alcun valor positivo (285.2°.). Onde poiché x — h=y , sarà 
x — Auna quantità negativa , e perciò A maggior di tutti i valori positivi dix, ossia il 
limitedelle radici positive della proposta più prossimo al vero dell’altro già trovato 
sopra (265). Quanto a quello delle radici negative si avrà col metodo già praticato (<«). 

279. Se A=a, essendo a una delle radici della proposta, le radici y della nuo- 
va equazione sarauuo eguali ad x — -a, cioè alla differenza Ira ciascuna delle radici 
o valori di x, e la data radice a. Una delle radici saràdunque yxaa—axa 0,cioc 
y sarà fattore dell’ equazione (261 ), che dovendo perciò esser tutta quanta divisibi- 
le |ier v, mancherà quindi dell’ ultimo termine, il quale dovrà in conseguenza an- 
nullarsi da se medesimo. Il che anche d’altronde è manilesto j poiché non essen- 
do quest ultimo termine che il primo membro della proposta, cangiato xiuA (276), 
dovrà esser nullo quando A eguagli alcuno dei valori di x (257). 
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280. Che se la proposta abbia » pfei eguali ad «, Utrasfonfcata afri» « fattori 
eguah ad jr, e dovendo perciò esser tutta divisibile perya mancherà degli aitimi n 
termini, che tutti si annulleranno daea.slessi. In tal caso la radice a, supposta a 
volte ripetuta, dovrà soddisfare ad un numero A delle seguenti elulioni (276) 

a m +afa'"-'+5a«->+Co'"-H-ec. ... +(i=0 

t)(»n— 2)Afa— 5 -+(m— 2)(m_3)fi a «-4+ec.= 0 
' t _ «“• . ■•■>-... - ««• !.. .et- 

ossivvero, dovrà, ponendola in luògo di x, soddisfare ad un numero n delle seguenti 
V x m -{-Ax m ~‘+Bx ”^-i-Cx»-3-ì-px*-i+ec. == 0 ; ( 

. . »■* mx— +(m— 2)Bx— ’-Km— 3)Cr»-M-ee.e=<> ■ 

1U.* m(m— i)(m-r-2)^»-J_t-( ; n_-2Xm— 3)5i«-*-j-ec.=0 

' - ■*; ; ec. . ee- 

ciascuna delle quali non i che il coefficiente differenziale (1223),*, come spole 
anche dirsi, la derivata prima delia sua precedente. , , 

28». Abbia dunque b> proposta « radici eguali ad a, e per conseguente un fat- 
tore multiplo della forma (x— a)». Potremo rappresentarla con, X,(x~-ay=0. Dif- 

ferenziandola si ba n(x_a)e-.X-i-(*— a)n-^=0, che equivarrà alla IL*, e che 

potrà rappresentarsi con -X>(*— «)»—;:0. Questa, differenziata, dà(n— t)(x— a)»~*x 
dX, 


( [ x -“fi che equivarrà alla III.*,epolrà rappresentarsi con Ai x •• • 


A\+(x — a)» 

'* * '<*• '•■*■» - - . ,, m • , 

(x—a)*-' — 0. Dal che . si conclude che ciascuna di queste equazioni contiene il 
fattore x — a uria volta meno che la sua precedente. 

Or ciò che si e detto del fattore x — a, dovendosi visibilmente verilicRre per 
qualunque altro laltove multiplo della prqposta, suppóniamo che questa abbia le tra 
radici a , b, c ripetute l’una n, l’altra p, la terza q volte, e che in conseguenza ne 
sia fattore (x — o)"(x— by(x— c)?. Le tre equazioni verranno rappresentate da 
AL(x— a) »(x— i)f (x — e)? = 0, Àb,(x— <z)»-'(x— ì)f-'(x — e)*-'=0, Xi(x— <t)«-»x 
(x— b)p-’(x— c>-’=:0, ed ( coefficienti di X, nella II.*, di Xì nella HI.*, saran- 
no fattori comuni l’uno della I* e della II.* y l’altro della I.*, deUa IL* e della UJ.*. 
Trovati con la nota regola (175) questi fattori, diviso IL primo, per il «condo, ed 
eguaglialo a zero il quoziente, risulterà l’equaiione (x— o)(x— ò)(x— e)= 0, che 
avrà per uniche radici le singole radici multiple della proposta. Cgn ciò potremo 
conoscere il valore di tutte le radici che si trovano ripetute nella proposta. Quan- 
to poi al numero delle ripetizioni di ciascun* radice, si concluderà da quello delle 
derivate acni ciascuna si troverà soddisfare. Sj noti l.« che se per divisor comune 
della I.» e U* s’incontri (x-à)(x_«)(xr->:) ciò indicherà che le radici a, b, . 
non sono che due volte ripetute nella prima, e potremo averle ponendo come so- 
pra (x—a)(x—b)(x—c)=0 senza procedere alla ricerca del comun divisore della 
II.* e III.* che non si troverebbe. 2.* Se il divisor comune fra la proposta e la de- 

r./. V 
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rivai» prima rimiti di secondo grado, e sia o un quadrato perfetto, o un prodotto 
di due fattori ineguali, nell» prima ipotesi la radice del quadrato sarà tre volle ri- 
petuta nella proposta, nella seconda Invadici date dal due fattori vi si troveranno 
ripetute due volle. E qui pure nell' un caso e nell'altro sarà inutile sperimentare 
il divisor comune fra la seconda e la terza /e inutile lo sperimento delle radici 
nelle derivate susseguenti. 

Es. Sia l’equazione x* — 4x s -l-3x<-|-3x’-t-4*-H=0. Avremo per prima de- 
rivata 6x 5 — 20x*-H2x , H-6x-M=0, che in comune con la proposta ha il divi- 
sore di secondo grado x%-2x — 1 . Lo eguaglio a aero, ed ottengo le due ra- 
dici ineguali x=<+{/2, ciascuna delle quali sarà dunque due volte ripetuta 
nella proposta. Infatti formati i fattori x — 1 — ^2, x — i-+-J^2, e divisa la data 
per x* — 4r’-f-2r ’-Mx-M prodotto dei loro quadrati, o quadrato del loro co- 
mun prodotto x’ — 2x — i , trovo il quoziente etatto x’-M , che mi dà io se- 
guito le altre dne radici ioeguali x=a^p'-—i. Ma torniamo alta trasformata. 

282. Continuando» supporre hx=a e divisa la trasformata per (27 9), la noova 
equaxione del grado m— -4, avrà per radici le differenze fra la radierà, e ciascuna 
delle rimanenti b,o,dt c. della proposta, e quindi potrà rappresentarsi con 

’ -s (r-<4—«}Xr— («-«))(/;— *)/:•=?•, . ; 

Del pari posta h=b,=xc avremo 


(r^a-b) Yr-{c~b))t r -{d-bf)...=0' 1 

■ (r— ( a — «))(r— ( *— o))^—( rf — «))■•• =o» 

e cosi proseguendo potremo ottenere un numero m d’equaaioui tutte dello stesso 
grado m— .4. Se si moltiplichino insieme ne nascerà una nuova del grado pari 
m(m — <) che avrà per radici le radici singole delle equazioni dal cui prodotto 
rimila, ossia le differenze fra ciascuna radice della proposta e ciascun’altra delle 
rimanenti ; per il che vien detta equazione delle differenze . E poi chiaro che 
questa equazione avrà soltanto termini con y a potenza pari. Infatti ad ogni 
fattore come y — (è — a) , ne corrisponde nn altro f—'a — A)=y-f-(4— a) , che 
moltipllcati insieme danno il fattor Quadratico y‘- — (4— «)'; e ben si vede che 
da fattori quadratici tutti di questa forma, non puh derivare un prodotto ove 

i ’ _ , • • ' * 

y aia a potenza impari; onde poeto m(m — t)xs2n, potremo rappresentarla con 
J' té -l-j4ty**~‘ , -+-Biy a +-l-i-Ciy , »-*-l-ec.=ti.- Poeto poi '»•=* rilutterà l’altra 
completa che atra per radici i quadrati 

y % delle differenze fra le radici della proposta. Vedremo (291) come comporla 
anche non conoacendo quest’ ultime.-. 

283. Intanto 4* Se la proposta ba una- o più coppie di radici egua- 
li', l’ equazione in x avrà altrettante 1 radici eguali a zero. 2.° Se i segni 
di questa equazione son tutti positivi , e quindi tutte negative le radici 
(285.2.*), da y’±=z avremo y immaginario, e perciò le radici della proposta 
o tntte immaginarie, o una sola reale. All’opposto se i segni sono alter- 
nativi • perciò tolti i valori di z positivi (ivi) , la proposta avrà tutte ra - 
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dici reali. Se poi i segni alternino in parte e in parte ai succedano, la proposta a- 
Vrà delle radici immaginarie e delle reali. 

284. Infine se fatto z= — sia l il limite delle radici positive nella nuova e- 


qu azione che ne risulta , sarà — minore di tutti i valori) positivi di z o di_y , (282), 

e perciò qualuhque differenza tra le radici della proposta sarà maggiore di — — -, ed 

V 1 

a più forte ragione maggiore di , se si rappresenti con i il numero intero im- 

4 2 3 

mediatamente superiore a \'l. Quindi se si costruisca la serie 0, — , —, - ec. 

prolungata fino al limite delle radici pdsitive della proposta (265.278), tutte queste 
radici saran contenute fra il primo ed ultimo termine della serie, ma fra un ter- 
mine e 1’ altro non potrà esser contenuta più d’una radice ineguale. Infatti sienoa, 

e b^a-\r<l due radici qualunque, e si supponga a compresa Ira — , ed — . A- 

vremo -r— } tV^ — ; C poiché ù=a-+-d , sarà quindi — Ì-*, nè potrà perciò 
n n-M 

esser contenuta come a tra — ed — — . Dunque sostituiti ad X l’un dopo l’altro 


nella proposta i valori 0, 



ec. avremo tante variazioni di segno (266), quante 


Saranno le radici reali positive ed ineguali ; e il rotto avanti a quello che darà luo- 
go alla variazione , sarà un valore prossimo della radice da cui differirà meno di . 


aS5. Si prendano adesso a considerare le particolari equa- 
zioni (x- — a)[x — b)=o,(x — a){x — b)(x — c)=o,(x — a)(x — b) X 
(x — c)(x — d)=o, ec. Sviluppando i prodotti avremo 


ar a — ax-\-ab 
— bx 


’-f- abx — abe 
•bx*-\-acx 
cx*-ì-bcx 


i=» 




a — nbdx 
~cx'-\-adx* — bedx 
±—dx'-t-bcx* 

-\-bdx* 

-4 -cdx* 


=0 


In tutte si osserveranno le tre seguenti proprietà, che per un’ina 
duzione evidentemente permessa, potran giudicarsi convenire a 
qualunque altra equazione di più alto grado. 

i\ Il numero completo dei termini dovuti ad un’equazio- 
ne supera di un’unità quello che ne determina il grado. Può 
Accader però che nella riduzione qualche coefficiente si annulli 
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( 1 4 ?), e in questo caso l’equazione mancherà del termine a cui 
quel coefficiente appartiene. 

a*. I segni sono alternativi se le radici son tutte positive. 
Si cangerebhero tutti in positivi se le radici fossero tutte negaci 
tive, nel qual caso i fattori x — a , x — b, ec. divengono x-ha, 
x-\-b, ec. (aCia). 

3*. Il coefficiente del secondo termine è la somma delle ra- 
dici prese con segno contrario; il terzo, il quarto, il quinto, il 
sesto ec. son respettivamente le somme dei prodotti delle radici 
moltiplicate a due a due, a tre a tre, a quattro a quattro, a cin- 
que a cinque ec., e prese coi loro segni nei termini di posto im- 
pari, con segni contrarj nei termini di posto pari; l’ultimo è 
il prodotto di tutte le radici, prese con segno contrario se l’e- 
quazione è di grado impari, e quindi (pesto termine di posto pa- 
ri. D’onde intanto potremo concludere che se in un’equazione 
manchi il secondo termine, la somma delle radici positive egua- 
glierà quella delle negative; se manchi l’ultimo una almeno del- 
le radici sarà zero. 

286. Quando non bastasse l’ induzione per assicurarci della generalità di que- 
ste leggasi supponga che l’equazione Xi=x m ~'-^-A 

—0 del grado m — i e con le radici b, c, d ec. sia l’ultima fra quelle sulle quali se 
ne è verificata col fatto la sussistenza , c che da questa moltiplicata per x — a nasca 
l’altra .Y=x’M-xfx“-'-|-iSx" , -’-)-Cx*- , 4-ec. del grado m. Saranno in Y=0 tutte le 
radici di Yi=0 con più la radice a proveniente dal nuovo fattore x — a (259). Inol- 
tre avremo (171) A— Ai — a,B—A, — aAi,C—Ai — aA,, ec.Ma in ipotesi A ■= 
— b — c — d — ec.; A ,—bc-hbd-l-cd+ec. ; Ai— — bed—e c.; dunque A— — a — S — 
e—d — ec. ; B—ab-^-ac-\-ad-+-bc-+-bd-\-ec. ; C— — abe — abd — boti- — ec. ; cioè le 
leggi stesse state già verificate nella prima equazione continuano a verificarsi anche 
nella sua susseguente, dunque anche in un’altra che in egual modo si facesse na- 
scer da questa , e cosi in tutte le successi ve. 

287. Frattanto se l’equazione Xxx-0 si divida successivamente per ciascuno dei 
suoi m fattori, cioè prima per x — a, poi la stessa per x — b , poi per x—c, ec., e 
sicno A i , Ai , Ai, cc. i coefficienti del secondo, terzo, quarto termine del quo- 
ziente primo ;B, , B, ,B i, ec. quelli del quoziente secondo; Ci , Ci, Ci , ec. quelli 
del terzo ec.: mancherà in Ai , A,, Ai, ec. la radice a e suoi prodotti; in B, , 
B,, Bi ec. la radice b e suoi prodotti; in C t , C, , Ci, ec. la radice c e suoi pro- 
dotti, ec. Applicati perciò ivalori ti i A , B ,C ec. del num”. precedente, dedurremo 
con ogui facilità 
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Aiz=.A-\-n A»=zB — ab— ac ad — ec. A}z=C-+-fibc-i-abd-+-acd~\~ec. 

I),-=A-+-b fì>=fì—ab — òc — Ini-— cc. B \—C-\~ab c-\-abd-{-bcil~\-t!C . 

Ci^^4*c C*^JS— <j<I— cc« C \^-C -\~ubc-\-ucd^-bcd-\~ec . 

D t =zA-+-<{ D»=sB—ad — bd — cd — cc. Dì=^C-\-abd-bacd-jAfvd-{-ec " 

j 

ec. cc. cc. 

e di qui sommando 

j<i-i-j8i+Ci-HD.-(-ec.=mA-f-«-+-4-)-e-4-^-4-«c.=mv4— A=A(m— I) 
A,~hB,A-C,A-D,+ec~inB — 2ui — 2ac — 2«d — He — ec.zx/nB — ÌB—B(m — 2) 
Aì + Z?i-t-Cj+©3-l-ec.=r/nC-4-'3aAe-'t-3aS</-t-3AcK/-|-ec.=yi*f7 — 3C=C\m — 3) 
e in generale, supposta k non >/n, Ay^-B^A-Cy^rDy+eo-x^B^m — A), ove per ff 
deve intendersi significalo il coefficiente di a" - *. 

D’altronde le formule del num.° 171 danno, o portano a concludere 
A \'zzza'~\-aA- i rB A tìf-i-D 

Hi—J’+i-if+fi JiaJ’+J’/f+Jfi+C B|=i*+i'^+i’fi+W4-D 

Ci=c’+r^f+5 Ci=c 1 4r , jf-Kfi4 , C Ct=cM^V+c*5+cf'+® 

D,=d'+dA+B Dv=d>+d'A+dRA-C D k =d'+<PA+d'B-¥dC+D 

ec. ee. ec. 

dalle quali, ponendo a-f-i-i-c-f-ec. =P. , a’-t-A’-t-c'-t-cc- =P., «M-A’-f-c’-t-ec . 
asPi ec. e quindi sommaudo si ha 

>f»+A* - l fc C*d - fli“|*fc. =P.+AP i+mJS 

^xPy^APtArBP i+wC 


^t+A^+C^+flrt'Cc. xxP ±A~A Pi-{~B P j-j-f' P id-iitD 

ec. ec , e in generale, 

a#^-i-5j-HCj+Dj+ec. sxP y\-AP ^ : -i~BP j, a -| -CPy_^-^-ee. -Mstff 

supposta come sopra A non >m, ed R il coefficiente di ac" -1 ' . Dunque eguagliando 
le due espressioni di Ay\-By\-tc. e riducendo avremo 

!•* P ),-\-AP^_ l ‘+BP^ s À ~\~CP ^ y^-DPf, , t - cc. =— kR 

ove nel primo membro dovremo prender tanti termini, quante unità sono nell’in- 
dice k, escludendo del tutto quelli ove, dato a k un valore, s’incontrasse P col- 
l’indice zero o negativo; essendo manifesto che le espressioni da coi l’equazione è 
stata cavata, non daono luogo a quantità di questo genere. '• 

288. Si è supposta k non ^><n , perchè le formule dalie quali ahbiam tratto il 
doppio valoredi ^j-t-jBj-f-ec. non potrebbero estendersi olirei valori di A m , B M t c. 
i quali non danno luogo che alla somma P m . Del resto anche per ic=tn+n ha luogo 
una consimile espressione. Moltiplicata la proposta per x", vi si sostituiscano ad 
una ad una tutte le radici. La somma delle equazioni che ue risultano, sarà 

IL 1 PfrA-AP ^ ,+fiPj a -t-C/ > j_ ; j-f-DP^_j-t-ee. =0. 

289. Col mezzo di queste due singolarissime formule, prima ancora di 
conoscer le radici dell’equazione proposta, potremo avere una dopo l’altra le 
somme delle loro potenze prime, seconde, terze ec, fiuo a quelle di qualsivoglia 
grado k. Vogliausi per esempio queste somme fino alla potenza fc= 8 per l’equa- 


r. i. 
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rione xt-+-3x' — 6x — 4=0. Avremo m=4, A— 3, B=0, C'ss:— 6, I)= lì— 4 : 
la prima darà la seconda darà 

P,=—A=~- 3 > Pt=z—AP i —BPT l —CP,—DP,=—33 

P,=—AP.—2B=9 > Pt=—APr-BPi—CP,—DP,z=8i 

Pi=-—AP,—BP,—3C=—9 P,=—AP s —BP s —CP t —DPì=—i 29 

P*=s — APì—BP, — CPi — iD=2S Pj= — APi — BP * — CPs — DP 1=3.89 
il che ai ha facil modo di verificare, giacché l’equazione è solubile coi metodi 
ordinar] (293), ed ha per radici — 4, — 2, \ 2 e — f/2. 

290. Si osservi che se l’equarione manchi di tutti i termini di posto pari, e 
sin perciò Az= 0, C= 0, JP=0, ec., saranno nulli P, , Pj, P s , ec.: e per k pari 

avremo Py\-BP^ 2 -+ -EP/, *-)-ec. c= — kR , ovvero III.* Py^-AP^ 2 -(- 

BP k \-4-CPt c-l-ec. = — kR qualora la proposta venga rappresentata con x"-H 
Ax*- , -+-Bx*-*-4-Cx‘- 6 -t-ec. =0. 

29 1. Giovano queste dottrine a comporre l’equarione delle differenze r’v-f- 
A,j- , *-*-+-B,y’*- i -4-tc. =0 (282.). Infatti esprima relativamente a questa, ciò 
che per P ^ abbiamo inteso rapporto ad un’equazione qualunque. Poiché la nostra 
manca dei termini di posto pari, dedurremo dall* IH* (290), per k pari, Qy+-... 
A i (3^ i Qj', 1 Qk 5 -+-ec . — kR : e perciò 


Q,=~2A, 

Q'xx—A.Qy-B, Q.—6C, 

Qi o = — A i Qt — B , Qe—C i Qt~— 
D.Q.—40E, 
ec. 


Q v 1 AiQi—>-4R( 

Q.=—A, Q $ ~B, Qi—C, Q.—8D, 

'Qlin— 

DiQi—Ei Q, — 42Pi 

ec. i 


dalle quali equazioni é chiaro che potremo concludere i valori de’coefficienti ignoti 
A,,,B,, Ci, D I ec. quando siano conosciuti quelli di Q,, Q{, Qc ec., e inge- 
nerale quello di Q j, limitalo al solo caso di k pari. 

292. Or poiché la nostra equazione ha per radici le differenze fra ciascuna 
delle radici a, b, e ec. della proposta e ciascuna delle rimanenti, é chiaro che dovrà 
esser Qps(s — ò)t-f-(a — e)*-+-(o — d)l-f- ec.-4-(ò — o)*-|-(i — c)*-i-(ò — rf)*- 1- vc.-f- 
(c — a)*-h(c — i)M-(e — d)*+ec.-(-ec. Se, sviluppando i biOomj della prima serie 
con osservare che k essendo pari l'ultimo termine é positivo, tutto si sommi 
rammentandoci che il numero dei binonij corrisponde ad m — I , con ogni facilità 
troveremo, chiamata S la somma, 

<S=(m — l)u* — fcj*“ , (J , i — a)H — — -n*~’(P, — a 1 )- — - — — ?a*- J (Pj — a’) 

-Hec.+JV-n* = 3 


ma* 1 — ka*-’Pt-4 


*<*- 0 


'ss k -*P,- 




k(k — 1)(A- 
2 ” ' ' 2.3 

*(*— 1) h(k—4)(k—2) 

2 2. 3 


+-ec 


mn* — kak~‘P,-4 


*(*— 0 _ t _, 



JV 


*(*-i)(*-2) * _ . 

2 3 a'" 1 /' j-l-ce -I-"*, in 
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quanto che il coefficiente di a* nel secondo rigo si annulla da se medesimo (220. 2.*). 
Frattanto poiché le serie seguenti non differiscono dalia prima gié contemplata, 
se non perchè le radici b, c, d ec. ci tengono respettivamente il luogo della ra- 
dice a, è manifesto che le loro somme S', S ", S " ec. potranno concludersi dalla 
già trovata S, ponendovi successivamente b, c, d ec. in vece di a. Ciò fatto e tutto 
sommato, rammentandoci che le serie sommate sono in numero di m, troveremo 

assai agevolmente Q^S-hS'-jS'-hS 1 " 4- ec. =2 mPf, — kP,Pj, , 4 -— — -X 


Pi Pi, — 3 


2. 3 


PiPl^.g+ec. Perciò trovati col mezzo dei coefficienti 


della proposta i valori di P, , Pi, Pj ec., potremo avere da questa serie i valori 
di Q,, Qt , Qe ec.; e quindi col mezzo sopra indicato, quelli di A,, B , , 
C| , li, ec. Ma passiamo agli esempj. 

I. ° Sia l’equazione a: 1 — 2x — 5=0. Avremo m=3,n=3 (282), Az=0, 2?= — 2, 
C= — 5; quindi P=0, P,=4, Ps=15, P4=8, Ps=50, Pg= 91 ; @,= 24, 
@4=144, @6= — 2994; dal che e dalle formule superiori (291), A ,= — 12, 
/J,=36,~C,=643, e l’equazioue delle differenze^ 8 — l2_/ < 4-36_y"4-643=0 ; ov- 
vero posto y'=z (282), z 5 — l2z*4-36i4-643=0: 

II. * Sia l’equazione x ( — 4x'+4x — 1=0. Sarà m=4, n=6, A=^0, B= — 4, 
C=4, X>= — 1 S P,=0, P,=8, P*=— 12, />4=36, P= — 80, P 6 = 200, 
P,=— 476, P i=U56, P.,=— 2784, P,„=6728, P.,=— 16236, P„=39204 ; 
@.=64, @4=672, @«=7360, @,=82048, @,,=926464, @,,=10560000; onde 
A, — — 32, jB,=344, Ci — — — 4 3 1 2, Z).= 784, £,=— 128, P,=0, e I’ equazione 
cercala r” — 32 > ‘°-f-344j‘ 8 — 1 3 1 2_> 8 -l-7 84 » * — 128 r’=0, ovvero posto come so- 
pra_y’=z, z c — 32z , +344z' — 13l2z^4-7S4z* — 128:=0. Può osservarsi, come da 
questa apparisce avella proposta due radici eguali (283). Per trovarle applico il 
metodo prescritto (281), cercando il comun divisore fra essa e la sua derivala 

— 8x4-4=0(280), che trovo essere r — 1. Divido dunque per (x — 1)’, ed ho 
— 1=0; d’ onde x= — l^;J / 2. Le quattro radici della proposta aon dun- 
que e —IztV 2 - 


Equazioni con ródici reali e razionali 

, ■ ' > 1 

293 . Se l’equazione x m -+-s4x m —'-\-£}x m —' > -\ -Cx m — 3 -h(tc... 
-t-£2=o abbia una o più radici reali razionali ed intere, do- 
vranno queste trovarsi fra i divisori sia positivi, sia negativi 
dell’ultimo termine S2'(a85. 3.*). Perciò calcolati questi divi- 
sori ( 47 ) e sostituitili in luogo di x nell’equazione, quelli che ne 
renderanno nullo il primo membro saranno radici. Per tal via si 
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troverà che l’equazione.r 3 -+-a.r* — 5x — 6=o, ha per radici: 

== — i,*= — 3 . 

294 - Si chiami S la somma dei coefficienti della proposta 
presi secondo i loro segni. Avremo i-f-^f-Kff-t-C-4-ec. -+-Q =*S, 
equazione chesottratta dalla data farà nascer l’altra a™ — i-k^X 
(x m —' — 1 )-\-B(x m — 2 — i)-|-ec.= — 5 , nella quale tutto il primo 
membro essendo multiplo di x — i (261), esser dunque lo devean- 
che il secondo — S, e in conseguenza la somma S. Dunque x — t 
deve trovarsi tra idi visori della sommale per conseguenza x deve 
trovarsi tra i divisori di «Saumentati di un’unità. Non potran dun- 
que esser radici e dovran rigettarsi i divisori di Q che non si tro- 
veranno tra quei di S aumentati di un’unità. 

E se i divisori rimasti dopo questo primo scarto sieno tuttora 
in numero troppo grande, si cangi nella proposta a; in — y,e d avre- 
mo (26 2)y m — yiy m — x -\-By m — 1 — Cy m — 3 -(-ec. - 4 -Q=o. preso il 
segno di sopra quando m è pari. Chiamata «S, la nuova somma dei 
coefficienti, operando e ragionando come sopra, si troverà che — S t 
deve esser multipla di^ — 1, cioè di — x — 1, ed«S,di;r-M: d’on- 
de nel modo stesso che sopra, si concluderà che tra i divisori di £2 
rimasti, dovran di più escludersi quelli che non si troveranno fra 
i divisori di Si diminuiti di un’unità. 

Es. Abbiasi 1 ’ equazione x ? — Sa? 6 — — 22X 3 — 
36 $x' l -hf\ox +- 4 oo=o, ove £ì= 4 00 > <S=t 44 > ^i == 1 ° 8 ; avremo 
per divisori di £ 1 , -t-i.-t- 2 .-t- 4 -' 4 ~ 5 *~ t ~ 8 ,-i-io,-t-i 6 .-t-ao.- 4 -a 5 . 
-+-io.-t- 5 o r -t- 8 o.- 4 -i oo,-+-aoo.-s-.ioo; per divisori di S aumen- 
tati di un’unità 2,3,4,5,7,9,10,13,17,19,25,37,49,73,145, — 1, 
— 2, — 3 , — 5 , — 7, — 8,— 1 1, — 1 5 , — 17, — 23, — 35 , — 47 > — 7 1 » 
— 1 43 ; e per divisori di S, diminuiti di un’ unità 1,2, 3 , 5, 8,1 1, 

17,26,35,53,107 , 2 , " 3 , 4 , - 5 , ■ “'7 , - 1 o, 1 3 , — 1 g,— 28, 

— 07, — 55 , — 1095 onde i soli divisori di £2 da ritenersi saran- 
no 2,5, — 2, — 5 . 

Si noti che se. la proposta avesse per radice l’unità positiva o 
negativa, e in conseguenza x — 1, ovvero ar-f-i per fattore (261), 
risulterebbe «S=o, o«S,=o, e il metodo non potrebbe applicarsi. 
S) riparerà togliendo questi fattori per mezzo della divisione; 
dopo di che eguagliato a zero il quoziente, si opererà sulla nuova 
equazione per avere i fattori rimanenti* 
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295. Sia frattanto *2 nno dei divisori rimasti. Se questo é radi- 
ce, x — d sari» fattore dell’equazione (261 ), la quale divisa per 
x — d, darà un quoziente esatto della forma x m ~ x -\~A , x m ~'-\- 
in c\\\A, ,^,ec. avran- A l =A-\-d 
no i noti valori (171) che per comodo riportia- A % =B-\-A , d 
mo di contro. Or dalla legge che regna in queste A ^=C-hA , d 
equazioni si avrebbe A m =ù-+-A m ^ 1 d. Ma A m A ^—D-\-A^d 
è il resto finale della divisione (171) che deve e0 * ec * 

esser nullo quando x — d sia fattore dell’ equazione , perciò , calco- 
lati un dopo l’altro i coefficienti A,, A , ec. dovremo trovare 
A m =o, ossia Q.-\-A m _ l d=o, qualora il divisore d sia veramente 
una delle radici cercate. 

296. Trovato che d è radice, si passerà a sperimentar nel 
modo medesimo un nuovo divisore, non più per altro sulla pro- 
posta, ma sul quoziente x m ~ l -+-A , x m ~*-\-A 1 x m_, -(-ec. , che 
contiene, come è chiaro tutte le altre radici, e i cui coefficien- 
ti A,, A ec. son già stati determinati con l’operazione pre- 
cedente. E nel modo stesso si proseguirà finché non si sia fatta 
prova di ciascuno dei divisori rimasti. Dopo di che dovranno di 
nuovo e nella guisa medesima sperimentarsi sull’ ultimo quozien- 
te avuto, le radici già ritrovate buone, per il caso che nell'* e- 
quazione proposta ve ne sieno una o più delle eguali fra loro. 
Che se dopo tutto ciò rimangano altre radici ignote , queste non 
potranno essere che incommensurabili o immaginarie. E poi 
inutile avvertire che l’intero metodo precedente si estende al ca- 
so, che i coefficienti della proposta sianootutti oin parte frazionar j. 

Proseguendo frattanto l’esempio già incominciato , poiché 
A= — 8 , 2 ?= — 1, C=qS,D= — 22, £=— 364 , Q= 

4 oo, dal divisore 2, primo dei ritenuti, avremo A ,= — 6, A, 
= — 13 , A 3=72, A^=m, A s = — 120, A 6 = — 200, 
A 7-— 0^ Concluderemo dunque che a è radice ; e passando a 
far prova dell’ altro divisore 5 nel quoziente x 6 — 6x® — 1 ix'i -4- 
jix 3 -+-H1X 2 — taox — 200, avremo A ,= — 1, A ,= — 18, 
Ai= — i 8 ,^/ 4 = 32 ,^/ s = 4 o, A 6 =o, onde anche 5 è radice. 
Egualmente il — 2 sperimentato sul quoziente x r ' — x r < — 18^ — 

i 8 a; I H- 32 x-+- 4 o d h A t = — 3 , A x = — 12, A i = 6 ,A H = 20, 
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A o. Onde ancor —*-2 è radice. Ma non cosi l’ultimo divi 3 
som — 5 > poiché sperimentato sul quoziente x '* — 3x 3 - i -l2.r 2 -+- , 

fe-Hio, dà A i t = 6 go. 

Dunque dei quattro divisori rimasti i soli 2, 5 , — 2 sono 
effettivamente radici. Ora per distinguere se tra queste vene sia 
alcuna ripetuta, sperimento di nuovo la prima 2 sull’ ultimo quo- 
ziente, ed ho A 4 = — -24, onde il 2 nonéduevolie radice: spe- 
rimento il 5 ed ho^,=2, A — 2* -^/ 3 — — 4 » -^4=0 j spe- 

rimento il — 2 ed ho^a ,= — 5 , A % =‘ — 2, .^3=10, Af= o; 
nude il 5 e il — 2 son due volte radici. E siccome l’ultimo quo* 
zieute è a: 2 — 2=0, equazione del secondo grado, che sciolta dà 
x—'+zy' >■', perciò tutte le radici della proposta sono 2 , 5 , 5 * 
— -, — 2, y 2, — j/2. 

Equazioni del terzo e quarto f’rado con radici incommensurabili , 
o immaginarie 


297. Se un’ equazione del terzo grado non Iia radici reali razionali , nè in con* 

sequenza può sciogliersi col metodo precedente , comincio dal toglierle il secondo 
termine (277), e la riduco alla fonila Quindi osservo che fatto l 4 d 

— 3 ab, IP. qz= — a 3 — b\ quest 1 equazione si cangia nell’altra identica ed egual- 
mente generale x * — 3 nbx — a * — ^=0, che risulta altresì dalla formula del num°. 225 
ponendovi m=3, e clic già sappiamo (ivi) aver per radice xx=a-\-b. Or la I*. e II*, dau- 

no (256) a=y(— )) . i =E / (— 2 ^ ) ’ duu 1 uc ° 

si prendano i segni superiori o gl’ inferiori , avremo sostituendo . ... t 

*=tK-H'‘?r4> >)• <*> *•+’*-«=». 

j s 

ove /J=9,q=6 età x= y 3 • — \ 9. 

298. Pcravere te altre due radici, riprendo 1’ equazione! 1 — 3n£x— a 1 — 0, 
e dividendola per il fattore x — a — b, lio il quoziente x’-t — ab-^-b * , 
che eguagliato a zero mi dà x= — (a-hb) + j ( a — b) j/ — 3 , ossia x= .... 

a (—'±V— 3)+i(— t+j/— 3) . 

« * — ■; posti dunque i valori di a , 4 già adopraliper la 

. i±y~ 3 

l a . radice, avremo per le due rimanenti x=z - 1 

299.Se ) è reale, ledue ultime radici 




sono immaginarie: ma se è Un* 
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maginario, cioè se con p negativo si abbia , ciascuna delletrc radici crca- 

le. Infatti la prima prende allora la forma x=\/(A-\-By — .1) -i-|/ (.-f — flj/ — 1) , 
e alle due ultime possiamo dar l’altra x= — 'j-J/ (./# — B^—t) 
-t- ~(y'(A-hB ^ — 1 )-~~y ( A — By — t))j/! — 3.0r poiché negli sviluppamene ilei 


radicali j/ \A+B\/ — 1) ,y (A — /?{/ — 1 ) i termini ove B è a potenza pari ven- 
gono con segno eguale e reali (198.184), e gli altri consegno ineguale e immaginar], 
dunque nella prima radico, conio pure nella prima palle deU’ altre dqe , oyo questi 
sviluppameli son sommati, gli immaginar] si distruggo ri Ira loro; mentre nella 
seconda parte si distruggono i reali c restano gli immaginar]', che per altro essendo 
moltiplicati per l’immaginario f/— 3 si cangiano tutti in reali. L’aver tentato invano 
di ridur questi tre radicali a forma finita reale ha dato a questo caso il nome rl’fr- 
riducibile. Vedremo a suo luogo come la Trigonometria faciliti il loro calcolo tra- 
sformandogli in funzioni circolari. Intanto osserveremo che Io stesso metodo risolve 
anche l’ equazioni della forma x’ ,, -|-p;r*'H-g.ap'H-r=0 , fatto x n zxy. 

300. Sia ora l'equazione del quarto grado x)-f-/)x’-H 7 *-Hr.= 0 . Suppongo 
X ‘+tx-\-s, x’- 4 -t'x-f -u i fattori quadratici del primo membro (274); gli moltipli- 
co , e paragonando la data col loro prodotto trovo I* vxx — t , e quindi li* n-t-.»=Z*-+-p, 

III* u — i== y IV* stt=r; sommo e sottraggo la LI* e III*, ed ho V* u=^(p-t-t’)4- y- , 

VP i=-(p-H a ) — > che moltiplicate danno su=zrcx. - (/>-+-«’)’ — — , da cui la 

A Al 4 4 1* 

ridotta t G — (p* — 4r)t’ — q’=0 della forma generale x , ’H-px*'H-ec.=0(299). 
Pongo t’= / ed ho jr J -t-2/>/ a -)-(fi a — ir)y — r/’=0. Sieno /,, Xu’Jy, !o lrc radici 
di quest'equazione ; avremo (2$5.3*,)2/»=— ; v/ 3 ,e— q ’==— /,./ a / a , ossia 
q—-tV.r l r 2 y A > 9 più propriamente JÓ'ai ove dovrà av- 

vertirsi che essendo il segno di q determinato da quella che questo coefficiente ha 
nella proposta, i segni dei tre radicali dovranno combinarsi fra loro in modo cho 
due di essi lo abbiano eguale, e il terzo segua quello di q. Sostituendo frattanto iu' 
t a =/ quella dei tre valori di/ la cui radice ha il segno di q , e che potremo sup- 
porre esseri’/,, sarà t=-j-yy ;J e~. =J / '/ a / a quantità in ogni caso positiva, e 

quindi u= j(y t - r a rr i +iyXtfj)M*^O r '-*? 2 --J- 1 —iy'y ì rO, e per le 
pedici della data , o dei suoi due fattori avremo 

x= i »(t-+-|/(»’—i«)) | (AzV,r s ±y'r?+y / , > 4 ) 

x=‘(t-f/(t‘-4u)) = ifctKr.+JÓ/nV;) 

= j (—t-hy'(r-ts))^ $ (-^y / r l ± : yy. 2 ±yy A ) 

*=• (-t—y (f— 4 j))=ì 


* 
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ove rapporto ai legni conviene osservare che per la riflessione già fatta, in uno dei 
tre radicali dovrà prendersi il superiore se q è positivo, l’inferiore se è negativo; 
quanto poi a quelli dei due rimanenti sarà indifferente prendere il superiore o l’in- 
ieriore, purché quello dei due che si adotta per l’uno, si adotti anche per l'altro. 

Dunque usando della libertà in cui questo stato di cose ci pone , e per Jissare in 
modo più preciso una regola, stabiliremo che in tutte le quattro formule, e per cia- 
scuno dei tre radicali dovrau prendersi i segui superiori se q è positivo, gl’ inferio- 
ri se è negativo. 

Esempio. Abbiasi x*— 20x a ~42x-H3=0, ove pz= — 20, qz=z — 42, r=43, 
la ridotta sarà t c — 40<H , 348t* — 444=0 , che fatto £*=y diviene y — 40y*-f- 
348y — 444=0, equazione che ha l’unica radice razionale (293)^*, =4 2j leallrc due 
sou contenute nel quoziente — 28y-+“42=0, d’onde si ha^ a =44-t-2j/46,^= 

U-2yi6 Dunque (2J3) V(7+0H-1/(7_J/3), Kr 3 = 

|/(7-+-J/3) — y (7 — J/ 3) j c poiché q è negativo, sar à X=-J/3IPJ/(7_V3) . 
*=|/3^j/(7+l/3). 

3IM. Nel modo stesso si risolvon l’ equazioni della forma x < '’-t-px , 'H-y c’*! +- 
fatto z"—/. 

Equazioni del quinto grado, del sesto ec. risolubili 
col metodo precedente 

302. Con un metodo analogo a quello clie «libiamo esposto (300) , cerco i di- 
visori o quadratici o cubici o biquadratici d’ un’equazione che non ne ha dei sem- 
plici: se vi sono, l’equazione è riducibile ; se no, i irriducibile. Tutti i gradi pe- 
lò hanno dell’ equazioni che la formula generale (225) risolve. 

303. Sia in essa m=5,=6,ec.j si troverà sempre una radice almeno dell’equa - 

ziuni r 5 babx^+ba'b'x — n s — b 5 =0 ; x 6 —6abx^-\-9a , b , x , — 2 aW—a " — A 6 =0e«- . 

Si abbia per esempio j*+5|a , +.'i/i’z+2^=0. Sarà p— — ab, 2 — a s — A 5 , 

* 5 , 

d’ onde o=j/( — q±y (q‘-+p s ))> A;=J/( — q-+~V (q’-i-p*)) > dunque 

y(-q+V(r+r'))+1/(-'i-V('i'+p'»- 

Equazioni di qualunque grado a due termini 

304. Sia l’equazione a due termini x"^4=0. È chiaro che risolvendola avre- 

M 

mo immediatamente x=|/hh 4; e come in forza del grado m dell’equazione, x 
deve avere m valori, che nel caso nostro non possono essere eguali, perchè mx m ~ x 
non ha alcun comun divisore con x*^! (284), perciò l'unita positiva o negativa 
lui sempre m differenti radici del gratto cioè due del secondo grado come 

ai sa, tre del terzo, quattro del quarto, ec.: il che deve pur dirsi di qualunque quan- 
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iità —p\ poiché Avendoti sari 
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m m m m 

y±P-y'i>x±t=£f/rxj/±',t 


tanti valori avrà j/ -+-/> quanti potrà averne 


v±*. 


305. Di tutte queste radici però due sole saranno reali nel caso del seguo su- 
periore e con rn pari ; una sola per l' ano e per l'altro seguo quando m è impari, 
veruna col seguo inferiore e con m pari. Infatti nel primo caso l’equazione x* — 1=0 
Ira per fattori jr — t ed x-M (221), e quindi due delle sue radici sono x=t , 
x= — 1 . Dividendola poi per x’ — 1 si ha x m *-t-x m I+I* 6 -+-ec. . .-+-(=0 
equazione che mostra immaginarie tutte le radici rimanenti, poiché sia per la qua- 
lità dei segni tutti positivi*, sia per quella degli esponenti tutti di grado pari , niuu 
valore reale di x nè positivo nè negativo potrebbe annullare il primo membro. 

306. Nel secondo caso , cioè con m impari e col segno superiore, l’equazione 
x m — 1=0 non può primieramente aver radici reali negative, perchè queste ren- 
derebbero negativo x**, nè sarebbe x” — 1=0. E bensì soddisfatta dalla radice posi- 
tiva x=l ; ma siccome dividendola per x — 1, si ha x* — '-4-xv — *-4-x* — ’-f- ec. 
—+—1=0 , equazione che non ammette radici reali positive (285.2®.), così non può 
la proposta averne neppur di questo genere oltre la già accennata , e le rimanenti 
saranno dunque tutte immaginarie. 

307. Nel terzo caso l’equazione x"-f-!=0con m impari si trasforma in x m — 
4=0 ponendovi — x in luogo di X j ha dunque 1' unica radice reale dell| preceden- 
te, cangiata di positiva in negativa (262). Nè per 1' ultimo caso può questa stessa 
equazione aver radica alcuna reale sia positiva, sia negativa, quando m è pari: poi- 
ché sì l’ une che 1’ altre tasterebbero x m positiva , e niuna di esse renderebbe nul- 
lo x a -f-l- Daremo piò a basso l’espressione analitica di alcune di queste radici 
immaginarie, e insegneremo' nella Trigonometria 11 modo di tutte rappresentarle 
in ciascuno dei quattro casi contemplati. 


• Equazioni reciproche 

• * 

308. Si chiamano equazioni reciproche ed anche convertibili quelle nelle qua- 
li nulla si cangia ponendo in luogo di x. Condizione necessaria di quest’equa- 
zioni , come è manifesto, è quella di aver i coefficienti dei termini estremi, e 
degli equidist anti dagli estremi respettivamente eguali fra loro, e con i segni o 
tutti eguali o tutti coutrarj , dovendo però nell’ ultimo caso mancare il termine 
medio se 1’ equazione è di grado pari. Tali sono x 5 -+-3x*-4-5.r , -+-5x , -+-3r-H=0 ; 
x fi — 5x 5 — 3 xf-t-3x*-+-5x— 1=0. 

309. Ogni reciproca è dunque’ rappresentata o da x”'-\-Ax m '-t-Bx™ *-+• 

etc. . . .-+-iìx’-l-^x-t-l=0, oda x m +Ax’ n *-+ -Bx m — eie. . . — lìx' — Ax — .. 
l=0j formeche facilmente si cangiano nelle due x"*-+-l-+-arfx (x m — *-+-l)-+-Bz’X 

r.t. 


' *■* 
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(x m — M-l)-l-ete. =0;e * m — i-+-Ax(x m — * — i) -i-Ex' (x m — « — l)H-elc. =0; 
le quali mostrano cbe con m impari le reciprocale delia t°. specie sono divisibili 
per x-M (221.2”) , quelle della seconda per x — 1 (22 1.2°); e queste cji più con 
m pari sono divisibili aucbe per x-M, e quindi per x* — 1. Sia frattanto m impari, 
e la reciproca della prima specie; e si supponga cbe dividendo il primo membro 
pecx-M risulti il quoziente x m — -'~yax m — ’-J-ix' 11 — eie. H-rx’H-ix-t-txcO ; il 
prodotto di qnesto per x-t-t dovrà eguagliare il primo membro della reciproca. 
Inslituita quindi l’equazione, il noto metodo (419) darà a=A— I ; b^—I) — a; ... 
c—C — b , etc. , t= 1 , sxxA — l=<z ; r=B — j=i, q=C — I— c , etc. 11 quoziente 
è dunque una nuova reciproca della prima specie. £ n^l modo medesimo si tro- 
verà cbe si hanno teciprocbe della jirima specie dividendo quelle della seconda per 
x — 1 , se m è impari, e per x’ — 1 se ni è pari. 

310. Da ciò risulta che qualunque reciproca o di grado impari con segni op- 
posti o no, o di grado pari con segni opposti, potrà sempie'cangiarsi in un’ altra 
di grado pari e con segni conformi, e sempre d’ iuferior grado. Tutto dunque si 
riduce a risolvere l’ equazione x'P~\~Ax’P — ’-yBx’P — ’H-Cx’P — 5 -|-ec. . . -t-Cx 1 
•+-Bx‘+Ax+ixzO. Or se in questa si rinniscano insieme i termini affetti d’e- 

gual coefficiente, e quindi si divida tutto per xP, troveremo xfH — — H- 


+K xf ~ ,+ l^)+ c { x ^ ì+ zhò +ec '’ efatto *+£- 

=xjr , se dalla noia formula (225), ponendo a=x, d= — , ed xx=y si traggano e 

quindi si sostituiscano i valori di xf-£— , xP — H — , ec. , avremo una nuova 

xP xP—' 

equazione in y del grado p, minore perciò almeno per metà di quello della pro- 
posta, da cui se possono in qualche modo ottenersi i valori di jr, si avranno poi 


vi 1 

quelli di x dall’altra x="^-;4-— j/(^-*— 4) cbe nasce dalla supposta xH =_y, 

ai quali dovremo aggiungere quelli di x=l, o di x=±l nel caso cbe abbia avu- 
to luogo in principio la divisione per x — 1 , o per x' — I. 

Si riprendano per darne qualche esempio, le due equazioni già presentate di 
sopra (308). La prima divisa per x-M dà x'-(-2x 3 -+-3x*-i-2x-H =0 ; la seconda 
divisa per x’ — 1 dà x* — 5x’—~ 2x* — 5x-M=d) ; àmbedue reciproche di grado pari 


i segui conformi. Dividendo per x’, trasformo l’uua in x’H — - h-2^M ^H-3 


=0, 1’ altra in x’H — àfxH 'ì — 2=0. Fo xH-— -=K d’onde dalla formu- 

x’ \ x / x 

t • 

la generale (225) ho x’H zxy'— 2, valori cbe posti nelle trasformale riducono 

quella ad y’H-2^-M=0, questa ad Y'—by— 4=0. Cavati di qui i doppj valori di 
jr, e sostituitili nell’acccnnalo valore di x,avremo quattro radici per l’una c per l* 
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altra delle duerecipruche date, che unite ad x= — 1 per la prima, ad x=vM per Ja 
seconda formeranno il numero completo delle radici cercate. 

311. Ma la più importante di tutte le reciproche è senza dubbio l’equazione 
;c m-i_^_ x m->_p. a r»-i-(- e c... - 4 -x’-t-x+l= 0 , che nasce dalla divisione per x — 1 del- 
l’alti areciproca x m — (=0, e la quale per conseguenza contiene le m — 1 radici m tima 
che olirei’!, ha l’unità positiva (301). Considerandola nel caso di m numero primo, 
sia in principio m=3; avremo x*-4-x-|- 1 =0, dalla quale si hanno immediatamente le 


— 1 

due radici x= — 


2 


. Sia in secondo luogo m=5: avremo a'!-f-ar 5 +ar’+x-l- 


1=0, cioè, dividendo per x’(3l0), x’-l-x+l-f- — ^=0. Ma latto x-\- 


1 

x 


=~r 


abbiamo (310) x’-(- — — — 2 ; sostituendo dunque avremo y ,J r) — 1=0, 

d’onde due valori d’y, che posti in x-t-— =y daranno le quattro radici quiute 

x 

x=i(— l+J/5±:l/(— 10-2J/5) ), x= 1-y / 5±l/(— 10-+-2V'' 5 ) ) 

Così potrebbero aversi le radici del 7"»‘\ grado; manon quelle dell’ 11"% nè di al- 
tri gradi corrispondenti a numeri primi maggiori; perchè l’ equazioni iiij»* risulta- 
no tutte di gradi oltre il quarto, nè si sanno algebricamente risolvere. Vedremo a 
suo luogo come questo si ottiene dalla Trigonometria. Del resto sciolto il problema 
nel caso di m primo, con assai facilità lo scioglieremo nel caso di ni non primo. Sia 
infatti m^=pq , e si suppongali già note le radici a> b dei gradi p, q. Avremo <if=1 , 
by^z\ ; e di qui elevando l’ima equazione a q , l’altra a p f bP9z=^\. Queste 

moltiplicate danno (ab)p t ìxx\. Ma si ha xP<f=i , dunque xz=ab, cioè le radici del 
grado composto pq si banuocol moltiplicare insieme quelle dei gradi componenti^, q 


Equazioni di qualunque grado con radici reali irrazionali 


31 2. Se l’ equazione di grado qualunque non ha radice veruna reale e 

razionale, la spoglio del secondo termine (277), e formata quindi l’equazione del- 
le differenze (291), con l’unoocon l’altro dei metodi] già prescritti (265. 278) detei - 


miuo il limile /, da cui dedotto X , ho la serie 0, 


1 

T 9 


, ec. (284) , 


termini 


della quale sostituiti in luogo dell’incognita nella proposta, possono immediata- 
mente darmi un primo e assai approssimato valore delle cercate radici (281). 

313. Ma poiché questa sostituziuiio di quantità uella maggior parte frazionarie 

w . 

riescirebbe forse difficoltosa , cangio nella proposta x in E chiaro che siccomp 


le radici della nuova equazione sa ranno allora )• volle più grandi di quelle della pro- 
posta (275), così ne saranno X volle maggiori le differenze; onde in luogo di far 
uso della serie precedente, potremo impunemente adopranie una X volte maggiore, 

F. io T. I. 
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quella cioè dei numeri naturali 0, 1, 2, 3, ec. Col mezzo di questa otterremo eoo 
molta maggior prontezza i valori approssimati di oi, differenti dal vero meno che 
di un'unità, e che divisi per 1 daranno quelli di x, o delle radici della proposta. 

_ 4 , 1 

3 <4. Sia p t uno dei delti valori approssimati. Fatto —, sa,a ~ un 

rotto proprio e positivo, quindi Mi >1 (49). Sostituito perciò questo valor di oi nel- 
la trasformata precedente, ne risulterà una nuova trasformata in u { , che avrà neressa-, 
riamente una radice reale positiva, di cui aver potremo il valore approssimato, 
mediante la semplice sostituzione dei numeri naturali, come abbiamo avuto quello 

dito. Sia p„ questo vtjore: in tal caso posto «,=p a -4 sarà parimente aqche w a u- 

na quantità maggiore di 1, e se ne avrà il valor prossimo nel modo medesimo con; 
cui avuti abbiamo quelli di co, e di tu. In egual modo fatto p 3 questo valore, e po- 
sto &> a =p.j-4 avremo con lo stesso metodo il valor prossimo di Ed è chia- 

ro che così seguitando , e sostituendo in fine gli uni negli altri in ordine retrogrado 


i valori di &>,, u a , o> 3 , ec. risulterà 4 rotto continuo, la 

P a « ' "*• 

c. 

N N 

cui somma - — (92) darà finalmente x= — . 


Mu 




Esempio. Sia x 5 — 7x-+-7=0. Per l’equazione delle differenze troveremo z’— 
42c’-(-14 1 z — 49=0, i cui segni alternativi mostrano esser reali tutte le radici del- 
la proposta (285. 2*.), come già d’altronde sappiamo, atteso il caso irriducibile in cui 


4 42 4 

si trova compresa (299). Fatto z= — (284) si ha v' — 9z>*-+- — v — — =0, per la 

quale col secondo dei due metodi (278) si ha il limite 1=9, d’onde à=3. Porre- 
te ..... 

mo dunque x= — (313) ed avremo w 1 — 63 oj — 1—4 89=0, ove sostituiti ì numeri na- 


turali 0, 4,2, ec. si trova un cambiamento di segno alla sostituzione del 5 , ed un 
altro a quella del 6. Dunque quest’equazione ha due radici positive, una compre- 
sa fra il 4 e il 5, ed una fra il 5 e il 6. L’altra radice è negativa, come già si sa 
(209); quindi senza continuar le sostituzioni formo immediatamente l’equazione. 
(262) di’ — 63<a— 489=0, ove il cambiamento di segno s’incontra alla sostituzione 
del 40, onde la radice cercata è tra il 9 e il 40. 

345. Ripresa adesso la prima radice in cui p,= 4, pongo u=4-l , e dal- 

w i 


la sostituzione di questo valore ho w, 1 — 45u I , -t-l2w I -4-4=0, ove il cambiamen- 
to di segno ha luogo fra il 44 e il 4 5 : sarà dunque p a =44. Pongo perciò «,=44-4-. 

4 

— ed ho 27w a J — 480<u a ’ — 27d) a — 4=0, d’onde col solito metodo ottengo p 3 =6. 
Continuando così troverò ps=4,ps=4, ec. Avrò dunque (402) iM,=4, A/ a =44, 
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, il/|=99, , come pure N t =4,N 3 =sS7 , N 3 =;H(i , ZV|=4 03, 

_ZVi,=< 958 , c per le succedi ve appressi inazioni ilella prima radice della proposta 
4 57 346 403 <958 

— , — , rrr » > — — , le 'inali sono alternativamente minori e maggiori del 

3 42 455 497 <443 


vcro(<03), e l’ ultima non no differisce neppure di due miglionesimi(<03.3''). Ope- 

5 

rendo con Pislesao sistema per l’altra rarlice positiva troverò le approssimazioni — , 
66 401 467 2269 

39’ 237 ’ 276 ’ iTiì ’ ^ w I' l!,7 '‘ one 6,5 — 63 m— < 89=0 darà nel modo medesimo la 


negativa. 

3<6. Osservazioni I. Se la proposta noti ha che una sola radice reale, come per 
esempio, se è del temo grado e fuori del caso irriducibilo (299) , potremo imme- 

r,\ 

dòttamente sostituirvi la serie <, 2, 3, eo. (3<3) senza permutarvi l’incognita in—. 

347. II. Se la proposta abbia una o più coppie di radici eguali, il elio apparirà 
dall’ equazione delle differenze (283), le sostituzioni non saranno atte a farle cono- 
scere (267) ma il metodo già insegnato (28 <) supplirà bastantemente al biaugno 


Equazioni, indeterminato 


348. Già avvertimmo (229) che qualora due incognite jr, jr si trovino combi- 
nale in una stessa equazione , bastando l’ una di esse a soddisfarla pienamente, ri- 
mane all’alba la suscettibilità di rappresentar qualunque numero, e assumer qua- 
lunque valore che piaccia darle. Le soluzioni divengono allora infinite di numero, 
e in tal caso il Problema die ci ha condotti all’ equazione, eda cui non può rispon- 
dersi in una maniera assoluta e decisa, dicesi indeterminato ; per renderlo detei 
minalo è necessario che una nuova condizione dia campo ad un’altra equazione tra 
le due incognite; con che gl’ infiniti valori che soddisfanno alla prima si riducono 
a quei pochi che insieme soddisfanno ancora alla seconda. 

Non sempre perule condizioni del quesito son tali da poter esser messe in e- 
quaaione, come succede appunto qualora si esiga che le soluzioni sienu tutte posi- 
tive, o iu numeri interi, a razionali , o non maggiori di un dato valore, nè mino- 
ri di un albo, lo tal caso, benché si abbiano più i ite ogni le che equazioni , gran par- 
te delle soluzioni arbitrarie restano escluse, spesso si riducono a poche lo vere , o 
talvolta non si ha soluzione veruna , conforme accade pure nei proldeuii determi- 
nali , allorché involgono condizioni fra loro coulradtttorie. Or l'Analisi di cui ci 
proponiamo dal* qui un piccolissimo accenno , si occupa dei mezzi di risolvere, 
quando e come si può, sotto le espresse condizioni questo genere di prubleuu.. 
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Equazioni aulete rminate di primo grado 


349. Sia l’equazione generale a=òx-\-cjr coi numeri », b f c interi e noti , e 
ai traiti di risolverla in numeri interi e positivi, cioè di trovar quei valori interi e 
positivi di jr che sostituiti nell’equazione danno luogo ad un valore intero e posi- 
tivo anche per x. Primieramente osserverò che se b f c abbiano un comun divisore 
d, 1’ equazione non potrà esser solubile in interi, se d non sia fattore anche di n; 
csseudo chiaro che x ed ^interi lasciano il secondo membro multiplo di d , il quale 
dovrà dunque moltiplicare anche il primo, onde l’equazione sussista; il che quan- 
do accada, divisa tutta 1’ equazione per d f i coefficienti b , c si ridurranno primi 
fra loro, come sempre gli supporrò in avvenire. Parimente supporrò ossia che 

venga rappresentata con x quella delle due incognite che resterà accompagnata dal mi- 
nor coefficiente. Ciò premesso, e traendo dall’equazione il valordix, avremo x— ■■ — I • 

b 

e se divisi c ed a per b si abbiauo i quozienti q , q x ed i resti r , r t , sarà x=qi — - 
qy+J—Z. 9 e tutto si ridurrà a trovare un valor di y che renda z=:E y in- 

tendendo per E un numero intero. 

320. Ora è visibile che questa nuova equazione ricade, quanto alla forma, nel- 
a — cy t 

la sua precedente — - — ; e presenta quindi le medesime difficoltà di soluzio- 

b 

ne, le quali costantemente sussisteranno finché non riesca cangiarla in un’ altra dcl- 
— — ^*1 

la torma - — — x=E, o\ejr abbia per coefficiente l’unità; nel qual caso tutti i 

valori dati da Y=bE-+-r l , posto per E qualunque numero intero, manifestamen- 

r , — ry 


te soddisfaranno. Al qual proposito osserverò, che nell’equazione avuta 

E non altro esigendosi se non che il primo membro sia intero, potremo perciò senza 
alterarla, moltiplicare quel solo membro per un intero, aumentarlo o diminuirlo 
di un intero, cangiarlo di seguo. Cerchisi frattanto un tal numero », il cui prodotto 
per r diviso per b dia un quoziente intero p col resto in modo che si abbia 
ttr 4 ... , 

-rr~P~Zr • Potremo moltiplicare per n il primo membro; e supposto -=^3,— ♦— 

b b b 

=p»- — Py~+~ 't cioè, rigettati gl’ interi del pri- 

b b 

ino membro , e moltiplicando per ^4, —^—x^E , equazione della 

b b 

forma voluta, e che dà yz=zbE-4-r» come sopra. 

324 . Se b, r sieno numeri non mollo grandi, il moltiplicatore » si presenterà 

r 1 . 7» 

Utilmente da se medesimo; così avendo — = — , sarà n=4 , da cui avremo 

28 4 r 44 , 44» 33 4 

— ^=34- e se abbiasi — ^ — , saia »= 3, da cui avremo — - — 


r% nvx — ìujr 

— , avremo — 

b b 
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(32). Ma in qualunque modo potremo tempre trovarlo calcolando N t , denomi- 

IVI I * ’ ^ ** • m 

nalore di — £ ultima delle convergenti verso il rotto ~ (t06). Infatui poiché r è il 

’ ‘ ' b 

retto della divisione di e per b (319), dovrà -mettere irriducibile, qualóra come ab- 

' 7 ‘ \ ' 6 . . 

biamo supposto (tri) sia irriducibile — (58). Sarà dunque (109) 4M* — rNp — i l-.i. a 

quindi — -£ =Mj.^P — come si Voleva. Dovremo poi rammentarci che il segno 

4 * 6 . > - . i 

superiore ha luogo con k impari (1Ó3), e che l' indice k vien determinato da 
quello cfae'ha il resto fidale jR t =f. ' : - ' . ' • . * 

322. Pervenuti cosi nell’un modo o nell’altro all’ equazione yzzzhE-yr, . da 
J?=f, ae ha luogo il segno di sotto, o da E=0 se ha luogo quello di sopra, arre- 

■ v * 't rii r cy* ' 

no il minimo valore di y, che Introdotto in quello di x= ■ i ■ (3 1 9), darà il 

6 

massimo valore di x se nella proposta il coefficiente c è positivo, il minimo se è 
negativo. Sieno frattanto g, h i due primi valori cosi trovati dùx, jr; e rappresen- 
tino x , , ri qualunque dei rimanenti atti a soddisfare «Ila proposta. Potremo sup- 
porre , j-,n=A-Hu, e dovranno *, tu essere interi positivi o negativi. 

Introdotti questi nuovi valori nella proposta , avremo «=4(g-|-i)-|-c(ò-Hu) ; e 

poiché «n ipotesi az=&g-+-ch<, farà dunque 0— is-l-cw , nuova equazione indeter- 

. / ' 1 
1 ( CU r Cài -, « , 

minata, che trattata come la proposta darà z= — ; e fatto sarà 

- * 4 

ovvero cangiato l’intero E nell’intero m, uz^bm, zz=z—cm { d’onde Xizzzg- — me, 
jr,z=k-\-bm, formule che dunque ci daranno tutti 1 rimanenti valori di x-, y 
avuti i due primi g, h . . * • 

■ ' 323. Da esse intanto si apprende t.° che questi valori presi successivamente 

procedono in progressione aritmetica, differendo costantemente gli uni dagli altri 
di quelli di x, di 4 quelli di y j 2.° che se c è negativa si avranno infinti^ 
valori tanto. .per x, quanto per y; 3.° se poi c è positiva i valori di x- for- 
meranno una progressione decrescente, nè si manterranno positivi se non finché 
sarà mc<Cg. In conseguenza il numero delle soluzioni, compi'esa la prima , non 

potrà esser maggiore degli interi contenuti in — +t. Ma si venga agli esempj. 

• ' c ' -, * 

» • • I • • . 

Debbansi risolvere in numeri interi l’equazionfl.* 5=3x — 4 jr; II* 2000==9x-+- 
i3yj III. a t200=5x+7^i IV.*’ 16=f872r— 253x. Avremo dalla I* x=J^^, 


: 


E, d’onde immediatamente y—$E — 2. Fatto E zzi si avrà 


e tolti gl’interi, 

J 

^r=i valor minimo, e quindi x=3, valore parimente minimo, perchè a è negati- 
vo (322). Dunque g=3, A=f ; e poiché 4=3, cz = — 4, sarà perciò Xi=34-4m, 

T. I. io * 
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^uzcl+Sm, d’onde gl’ infiniti Tutori 3, 7, H , 15, ec. peri 1 , e 1, 4, 1, 10, ec. pér^ 

, • -, ■ . ' .. 2000— 13r' 2— ir _ . . 

tutti atti a risolvere 1 equazione. La IL* dara *=» — e Q 'ìz z E, ossia, 

— 4-4-S 

moltiplicando per n=— 2 il primo membro, —xzEz 


9 

i—y 


9 


, e cambiati i 


4-f-jK ' . * % t , v 

i — 17 ar i?. Di qui jtzSE — 4, cbe con £;sl dà jr=5:=rA valor minimo, e 


segni- 

perciò x=}2i5=g valor massimo, perchè c è positivo. Per i rimanenti valori diy 

si troverà dunque 14, J3, 32 ec., per quelli’ di x, 2(12, 189, 176 ee'.j e poiché 

„ 2l5 7 , • \ r > 

£-= =16+-— le soluzioni in numeri interi non saranno che 17. La 111. 'darà x= 

c 13 13 > • . \ 

1200—7 V; —ÌY> •V ■ •'*«■;. * * . 1 

g , e zzE, che qualunque debba esser n, dà J?, e quindi j x~5E. 

Sarà dunque 5 li minimo valore di jr, 233 il massimo di x, e 34 il numero delle 
soluzioni. Infine la IV.* dà 


— 16+1 872 r — 16+lOly n 

H - — e — — E zzE. Per aver n 


253 


253 


'•101 • \ 
calcolo N t per il rotto (202) e trovo N*=Nj=5j e poiché k è impari, 

« a , —-SO— Y ' I , ^ 

moltiplicando e quindi rigettando gl’interi dovrò avere — r=£, e di qpì^— i 

253 E- — 80, cbe Con Ezz 1 dà yv=173, x=:l280, valori ambedue minimi, e che 
dan luogo ad altre infinite soluzioni. 

324. Ma ecco un nuovo genere di ricerche cbe più o meno dipendono dalle 
precèdenti; voglia cioè trovarsi un numero x che diviso per i uh meri noti a, b,ce c. 

dia per resto a4ri numeri noti m, «, p ec. È chiaro che 'potrà porsi I." -=£+—, 

li.* ~z=:Ei+~, 111.’ ec. La I.* dà IV •* xzzaE+m, valore che 

b ■' b '*c c ’ 

introdotto nella li.’ dà un’ equazione tra E ed Et ; onde trdvaja E da questa 
come si trovò jr (320), e sostituitone il valore nella L*, avremo un nuovo va- 
lore di x dato per E,, che posto nella III.*, darà un’equazione tra Ei ed Er. 
Da questa dedotto al solilo ih valore di E, dato per Et, e introdottolo in quello 

> " I • ** , 

di x dato per Et, avremo un nuovo valor di x dato per E,, ec. 

Esempio. Do avaro ha dei sacchetti : contandoli a tre a tre non vi è avanzo; a 

7 a 7 ne avanza' 4 ’j a 10 a 4Ó ne avanzan 6: i sacchetti eran più dì 100 e meno di 

x x ^ i—5 

300; se ne cerca il numero. Sia x: si avrà I.* ~—E, II. ’ — — z=E, , III .* — — • 

» , ^ ^ 

xzE„ La I.* dà x=3£,che cangia la Il. a in - — - — zz-Et , ossia moltiplicando per 
l?+2 

2 e cambiando i segni— — zzE, , onde Ezz/Ei—2, valore che poào in xz=3E 
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dà xzz£iÈt~6. Quindi la IIP. dà - * =/?*=£ ; onde E i=... 


40 


40 


40 /T a - 4 - 2 , valore che posto in x = 24 2?, — 6, dà x = 240 E\-4-36. Presa 2? t = 0, 
si ha x=36; minimo dei numeri, che divisi per 3, per 7 e per 40 danno i resti 
Ó, 4, 6: se 2?»=4,=2 sarà x=246, 456; dunque i sacchetti sono 246. 

325. Nel modo stesso si tratta un problema relativo alCalendario. Vogliasi Pan- 
no dell* Era Cristiana in cui si ebbe 4 7 di Ciclo Solare , 6 di Ciclo Lunare , e 5 d’ 
Indizione. È noto che il Ciclo Solare è un periodo di 28 anni, ilLunare o Numerò 
Aureo di 49, e l’Indizione di 4 5. Perciò chiamato x l’anno cercato, sarà I. ... 

— — =2T, U* ^ — =22** , III. =ZT»; onde IV. x=r282s-H7 ; clic riduce la 


u ^ 28ZT-H4 _ 9E+U _(9£-H4)2 _-_2T-4- 3 
3 49 ““ 49 49 49 


c mutali i segni Zi — 


532#, -4-96 

49#i-f-3, ed x=£r532#,-M04 ; che riduce la III. a — =#*= ; . . 


7 Ei+6 44#,-H2 — £*,-+-42 


45 


45 


45 


45 


, e mutati i segni; Ci=45E , a4-42, ed x= 


7980jFj-+-6485. Se £’,= 0, =4 ec., si avrà x=6485, ^4 4465, ec.: ma poiché que- 
sti anni appartengono al Periodo Giuliano, che comincia 474 3 anni prima dell’Era 
Cristiana, bisogna sottrarre 4743 da queste epoche per ridurre alla nostra Era. Fat- 
ta la sottrazione da 6485, si ha 4772: sicché dal principio del Mondo, come è fis- 
sato dall’ordinaria Cronologia, il solo auno 4772 della nostra Era ha avuto 47 di 
Ciclo Solare, 6 di Lunare e 5 d’indizione. Sottraendo del pari 4743 da 44465, si ha 
9752 che soddisfa alle stesse condizioni ec. 

326. Si noti che qualora o tutti o parte dei divisori a, b ec. abbiano un fattor 
comune, questo genere di problemi può mancar molte volte di soluzione. Infatti si 
suppongano zi, b multipli di t. Poiché la I*. (324) dà x=zz E-\-m y da questo vaio* 
re posto nella II*, avremo aE+m — ri=^bE ,, e quindi bE t — aEz=m — n, equa- 
zione nella quale E y 2?, non possono essere interi , quandom — n non sia multiplo di t. 

327. Infine per risolvere in numeri interi e positivi un’equazione con tre in- 
cognite, 4°. prendo quella del massimo coeiliciente come x, e fatto x=4 , riduco 
l’equazione a due incognite e la tratto al solito (349): 2 (> . ripeto l’operazione con 
x=2, =3 ec. finché uon risulti un’incognita zero o negativa. L’equazione 7x-|- 
5 ^-_^_ 4 UZ= 4 t così maneggiata, dà le quattro soluzioni x=s 4, ic=4;jr=6; jt=4,w=6, 
jr=:2-, x=2, u=3,y=3; x=4, uz=2,f=4. 

328. Se l’ incognite fossero quattro z, x, y, a, e avesse z il massimo coefficien- 

te, porrei con z=l anche xx=i, 2, 3 ec., ed opererei come prima: ripeterei l’o- 
perazione con e con x=l, 2, 3 ec.j con z=3 e con x=t, 2, 3 ec. , continu- 
ando con l’ordine stesso finché fosse possibile. In tal modo l’ equazione 9z-l-7 x-t- 
5f-+4u=58 dà 12 soluzioni. -> 
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329. Con questi metodi, dato un rotto numerico —, potremo decomporlo in 

tanti rotti quanti sono i fattori ineguali , che moltiplicati riproducono il suo deno- 

minalore. Sia Q—ahcd. Porremo — — I hy > d’onde 1’ equazione 

Q a b c d 

Pz^zbcdxy-acdy-yabdz-\-abco> , con quattro indeterminate. Ma qui conviene osser- 
vare che avendosi P — b cdxz—aciìjr-\-tlbd z-\-<lbc 6) , non potremo davo adar un valore 
in lutto arbitrario, ma bensì tale che P — bedx sia multiplo di a, o che abbiasi. . 

=xE- Determinate in tal guisa x ed E , avremo Ezxzcdy ■+6dz-ybcw; d’ 


P — bcilx 


' E—cdy 

onde E — cdy=zbdz-\-bcw, e dovremo per la stessa ragione rendere — — A « 

intero. Determinate y ed E\ , avremo E tz=zdz~\-cto , che scioglieremo al solito. 

193 _ „ 193 x r = » 

Es. Abbiasi il rotto in cui 210=r7. 5. 3.2. Posto —jj -f- —-h — , 

193 — 30ar ^ 


avremo f93=30x-(-42y-l-70*-H05M.Pcr determinare x, porremo - 

19 — 6>- 

d’ onde avremo ,r=2, /T — 1 9 . Porremo 1 9=6y-M Oz-t- 1 5y , e fatto r • —A , 

avremo r=4, E,z= — 1. Porremo infine — l=2z-t-3«, d’onde <u= 1 , z— — 2, c 
193 2 4 2 1 

perciò = --(-- , come può verificarsi sommando. Ed è inutile av- 

2l0 / 5 3 2 

venire die oltre i valori trovati di x ,y y altri mollissimi sene hanno dall’ equazioni 

493 — 30x 49— 6v , . 

— —E, ■ - ■ — ~Eét\ onde il problema ha un numero grande di soluzioni. 


Equazioni indeterminate con una sola incognita oltre il primo grado 


, e si uaui i 


330. Abbiasi l’equazione^ ^*+^+/>*Vcc. 

n J a+òx-l-cx 9 -MxM-ec. 

re i valori interi dir che rendono^* intero. Fo l a . ^-hfix-J--CxM-ec. =p; II*. a-f- 


5x-i-cx a -+-ec. -=q. Sarày=:^- e dovrà ottenersi p multiplo di q. Mandate a zero 

l’ equazioni 1* e II*, col metodo già insegnato (243) elimino x. Avrò un’ equazione 
finale /?*= 0, che ordinata per p e per q prenderà la forma A i-\-B . . . 
/> I /?*-f'jE , ,^(7-+-F,<7 a -H?c,^=0,d , onde A,z= r — B t p — C t q — D,p * — E x pq — E,q 9 — ec, 
equazione il cui secondo membro è visibilmente multiplo di q y quando q sia sum- 
multiplo, come si suppone, di p. In quest’ ipotesi dovrà dunque A x esser multipla di 
q , e per conseguenza i valori opportuni di qrdovran trovarsi tra i divisori positivi e 
negativi «li A\. Cercali perciò questi divisori, epostili successivamente nella II*, avrò 
altre! tarile* equazioni in x, dalle quali tratti tutti quei valori interi di x che potrò, 
gli porrò nella I a . c ne avrò cosi altrettanti di p. Scelti poi tra i valori di p quelli 
che troverò esattamente divisibili per i corrispondenti valori di q , avrò jr intero 
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p 

dall’equazione y— — . Cbe se nou incontrerò verun valore reale ed iotero di x, 
9 

o verun valore di p divisibile per il valor corrispondente di q, la proposta non 
sarà solubile in numeri interi. 

^ 5x-jx* 

E*.° Sia . Porremo L* x’ — Hx+4—p, II." 3x-+-7x=q; d’onde 

x’ — 5x4-4 — p—0, 3x4-7 — q— 0. Eliminata x ai troveràper equazione finale 190 — 
9/7 — 29^-p-^’=0; onde _^fi=l90, numero cbe ha péwdivisori 1,2, 5, 10, 19,38,95, 
190. Fra questi il 2, il 5, il 38 e il 95, il — 1, il — 10, il — 19 e il — 190 posti 
in luogo di q nella IL* non danno x intero. Dai rimanenti ai otterranno i valori 
di x, e quindi dalla I.* quelli di p, e infine quelli di y nel modo prescritto, colla 
Corrispondenza cbe si vede nel quadro seguente. 

q=. 1, 10, 19, 190, —2, —5, —38, —95 
x=— 2, 1, 4, 61, —3, —4, —15,— 34 

pt= 18, 0, 0, 3420, 28, 40, 304, 1330 

r= 18, 0, 0, 18, —14, —8, —8, —14 


33 1 . Se q non contiene x, cioè se la proposta di venga y— 


A 4- B x 4- Cx' 4~ec . 


il metodo precedente non può applicarsi. In tal caso si sostituiscano un dopo l’al- 
tro in luogo di x tutti i numeri interi positivi e negativi da 0 inclusive fino ad 
•fa, se a è pari, o fino ad {(a — 1) se è impari. Qualora dentro questi limiti 
s’incontri un numero n che soddisfaccia, cioè che renda il polinomio A-\-Bx-\- 
CxM-ec. multiplo di a, potremo avere infinite altre soluzioni ponendo x—n-3-am, 
presi successivamente per m tutti i numeri interi positivi e negativi. Infatti da 
x=oH-a/n, per qualunque potenza p di x, si ha in generale >S=(n-Hz7n)S=nA-f-aA, 
inteso per ah un multiplo di a. Sostituito dunque in luogo di x, avremo 

_^ 4 -/?jr 4 -Cx’ 4 -ec. z=Ay-Bn+Cn'-\-tc. -y-Bah-\-Cah,-4-Dah,-y*c. ove la parte 
Rah-\-Cuh 1 4 -£Wi, 4 -er. è evidentemente multipla di a: onde lo è tutto il polino- 
mio se, come abbiamo supposto, lo sia A+Bn+Cn' 4-ec. Che se fra 1 prescritti 
limiti non si presenti il sapposto numero H, non si presenterà più comunque Si 
vogliano estendere i tentativi, ed il problema sarà per conseguenza insolubile. In- 
fatti si ammetta che j a soddisfaccia alla coniazione, e si rappresenti con aq 
il multiplo di a superiormente o inferiormente più prossimo ad n, e con r la dif- 
ferenza fra aq ed n, che astrazion latta dal segno non potrà esser Ja (41). 
Sarà n—aq-*-r, ed n — amxxaq-yy — am. Or poiché m è un intero qualunque, po- 
tremo eguagliarlo a q, nel qual caso avremo n — am — -t r ; e come con X—U 
soddisfa in generale X—n — am, dovrà in particolare soddisfare anche arca -t-r , 
cioè se ha luogo per x un valore n^ja, dovrà nel tempo stesso aver luogo an- 
che un altro valore r non J a, cioè compreso tra 9 e fa incinsi vamente j al- 
l’opposto se questo manca, dovrà mancare ancor quello. 

T. I. »o~ 




à. 
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3x B — 5x+2 

Esempio. Sia /=*- - . Tentando da sera fino a 3, troveremo che sod- 

disfa x=4, x=3 j dunque soddisfaranno altresì x= 4-4-7 m, x=3-l-7m.Con m 
positivo la prima darà x=4,=8,=!5,=22 ec. , la seconda, x=3,=40,=17,=: 
24,x=cc. : con m negativo la prima darà x= — 6/=e — -13,= — 20,= ec., la se- 

conda, x= — 4,= — H,= — 18,= — ec. 

332. Si osservi die se a non è numero primo, non potrà ~il polinomio 
■A+Bx+Cx'+e c. esser multiplo di a, nè per conseguensa y intero, qualora non 
sia nel tempo stesso multiplo di tutti i fattori ineguali di a. Posto dunque che ab- 
biasi a— a, a ,fliec. dovrà uno stesso valore di X soddisfare alle equazioni >*,=: 

d+fir+Ci'-fec. ^f-|-21r-fCr*4ec. 
, r J= , T3= ec. Si sup- 

fli a, " . ai 

ponga frattanto che x=n,-f-aimi, xx: n,+a,m,, x=m-+-ajmj ec. sieno i valori 
di x che l’applicazione del metodo precedente ha fatto conoscere atti a soddisfare 
respe^livamente a ciascuna di queste equazioni. Poiché da questi si traggono le re- 


lazioni 


; — n, x — n, x — «la 

—m, , , =n»jec., e chiaro che se su queste si 

a, a, ai • ’ 

operi a Seconda dell'altro noto metodo (324), si avranno i valori di * che sod- 
disfanno insieme a tutte quante, e quindi alla proposta. Tutto ciò servirà ad ab- 
breviare l’operazione nei caso di a non primo e molto grande. 

6x*— 2x-H - 6x*^2x-M 


Esempio. Sia y. 

6*’ — 2x-H 


15 


■: poiché 15=3.5, porremo y , 


. Alla prima soddisfa x= — 1 , e io conseguenza x= — l-j-àmi ; 

all’altra, xsi, s in conseguenza x=l-f-5m, : deve dunque averti insieme 4.* 
x-H x — 1 

— — =m„ 2.* ■ — =m , . Di qui se giusta il metodo (324), si riprende il valor 

3 5 ‘ ‘ 

di x dato dalia 1 ‘ e si sostituisce nella 2.*, avremo — Ì— — .'=m a = -Ì — 

■( 5 . 5 

d'onde m,=x5m,+4, valore chfe posto nella l. m , darà x=l Snt,+i 1 , valor gene- 
rale cercato; da cui ponendo al salito m 3 =0.=-t-l.=-*-2. = 1 3.ec. si avranno 
gli altri infiniti valori particolari tutti atti a soddisfare alla proposta, 
i . j» 1 

333. L’equazione^; — ■ è, tra tutte quelle comprese nel caso che qui con- 
templiamo, la più importante, e merita quindi ulteriori considerazioni. Rigettati 

, • . . I . 

prima di tutto gl’interi contenuti in — , e resa così l <^n , se si sapponga n il 

minimo dei valori di x atto a rendere intero y , dovrà aversi , o al più 
=$a (334). Ridotta perciò l’equaaione alla forma ay+lxxx*, dovrà trovarsi al- 
tresì un tal valore per y che renda ay+l^ , o al più c=J-<z*; condizione che 
darà dunque ed >< \a ; cioè se l’equazione è solubile, tra i numeri 


K 
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intéri e positivi minori di J-a dovrà tempre trovarsene 4100 , che posto in luogo 
di y soddisfaccia all’equazione ay-\-lz=zx* , o meglio ay-\rUszQ 3 inteso per Q un 
quadrato qualunque: nel qual caso da x=- 4 -fl/ Q-^-am si avranno lutti i valori 
di x alti a risolvere Id proposta. Con ciò si facilita d’assai la soluzione nel caso 
di a indecomponibile e molto grande, in quanto che i tentativi vengon cosi' 
ad estendersi non piò ad ja, ma ad Jtf. 

334. Si avverta l.° che se si presenti un vafor di/^Je atto' a soddisfar 
r equazione ajr+dxxx * , dovrà insieme con questo aver luogo un altro valore 
Yt<jà. Infatti con sarà a>^ya* f ay-+-l^> ja* j e quindi i^Ja'.cioi 

il valore di x che corrisponderà ad sarà Maggiore di \a. Ora con que- 

sto valore di x deve aver luogo un altro valore x t <^ja (331)'; e supposto r» 
il valor di / che gli corrisponde, e che quindi abbia luogo l’equazione a>i- 4 ~f=Xi*, 
troveremo, ragionando come sopra (333), doverti avere fi’K.ja. 2.® Che qualora 

/ Ir x* — r 

fosse l^a,ne si rigettassero gl’interi, supposto ~^=q^\ , sarebbe / =— q;^ 

X*— r * x^— r 

d’onde y-i-qx= ■: e rappresentati con jr t i valori che soddisfanno ad — ^ , 

sarà y=yi — < 7 > valore che riuscirà positiva o negativo, maggiore o minore di 
secondo che sarà > i maggiore o minore di q/e la lor difterenza maggiore o minore 
di ia. * 

Equazioni inde ttr minate del secondo grado. 


335. Sia l’equazione indeterminala e generale del secondo grado z % -\-ayz+- 
by*-\^z-\-d r-\re-=^Qj e si tratti di avere z *id y razionali, e se è possibile interi. 
Risolvendola rapporto a z si troverà z-h j fg_y-4-c)=-4-^ j / ( yKd* — 45)-+-2/ , (nc — 
2d)-\-c t — 4e). Fatto dunque t-t-%(aj-A-c)z=x , a 9 — 4fc=4&, ac — 2dz=2g t c * — 
Aez=.\f> tutto si ridurrà a risolvere in numeri razionali ed interi la trasformata 

atej/ (A rM-gy-+/)- 

336. Cominciamo dall’esaminarla nei casi particolari l .° di h ed f eguali a ze- 
ro, 2.°di /i=0, 3.° di/=0,4.°di g=0, esia dunque \ .** x=|/ gy. Ponendo j =m a £, 
preso per m qualunque numero intero, avremo x=mg , razionale ed intero. Sia 2 0 

x*—f ' * ■*' 

x = \ K&y+f) i sarà /= — , equazione che nei casi già indicati di sopra (333) 

g 

può risolversi in numeri inleri ; si risolve poi sempre in nameri semplicemente ra- 

, . - v. .. 

zionali ponendo per x 1 un quadrato qualunque.^), o l’altro piò generale — - ove A 

■ ■ f 1 

«d a sono due indeterminate arbitrarie. Sia 3.° x=J/ (A »’-+-£/) ; sarà — 

% g A % a*g 

e dovrà n-+- — essere un quadrato. Lo eguaglio dunque ad — — , ed ho >•=—-■■ ■ ■■■ ■ 

Risoluta quindi l’equazione A' — a 9 &=: I col pi e lo do che verrà dato (339. 4.°), avremo 
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y intcro.SU finalmente 4.° x=\< se A= i, l’cquazioue x=y {y'-\-fy 

. , i A'-\-o. % f 

divien razionale ponendo r= — » — , il che dai= — ■■ ■■ Fatto «±=l avremo 
■ 2.4a, 2^4a 

1 intero coi metodi del num.° 33 1 . Se h è maggior di I, l’equazione x‘=h> ‘~\-J 
.ai risolverà nel modo che qui appresso daremo (340). 

337. Prendendo ora a considerare la trasformala nella sua intera generalità, os- 
servo che da x=zV(hr‘-t-gr-+-J) si ha 2hy-\-g=y (g'-^-ihx' — ifh). Fo (2h>-(- 
g)'s=Q,g' — ifh—k, 4 A=7, con che càngio la data nella semplicissima k-ylx'=Q, 
dalla cui soluzione quella dunque dipende di qualsivoglia equazione indeterminata 
di secondo grado. Ne daremo le regole principali. 

338. E iunanzi a tutto premetteremo, che se occorra moltiplicare o divider la 
nuova equazione per un quadrato, potremo eseguire sì l’una che l'altra delle due 
operazioni sul solo primo membro, senza far lo stesso sul secondo. Desso infatti 
non rappresenta qui che un quadrato qualunque ; è perciò chiaro che se si molti- 

ajdichi o si divida per un altro quadrato, non solo non perde la sua' qualità di 
quadrato (183), ma neppur quella di quadrato indeterminato, è può dunque come 
innanzi continuare ad esser rappresentato con Q. 

339. Ciò premesso osserveremo.: 1.° che se l sia un quadrato ■ni', avre- 


mo m'x'xxQ — A; d’onde x= — t^(Q — A)=(336. 4.°)- “ -.Fatto a—t avre- 

771 1 A (ITTI 

roo x intero col metodo del paragrafo .**30. Si avverta che a questo caso si ri- 
duce quello di 1=1. 

•* 

• c 

2.“ Se A sia eguale ad un quadrato c", sarà— — l; d’onde x— (336. 4.®) 

- ■ -j . Determinando A ed a mediante l’equazione A' — à'ixxi che ricade in 

A — « I r ... i. ' 


quella del seguente caso 4,°, avremo x intero. 

3. ® Se con -¥-k ~y lx'=Q sia klxg'. moltiplicando per l avremo g' — i'x'x-*-lQ. 

g’ , « j, A'-*-n'l 

Fatto l’x'=Q,e dividendo per Q, verrà e— ~ ^(336. 4.°) ^ ^ — : 

d’onde y Q e quindi x. 

4. ° Se A = M , l’equazione col segno superiore sarà soddisfatta da xxO; ma 

indipendentemente da questa soluzione, si riduca la data — lx'. Confron- 

tandola coll’altra ,±1=(N„)’ — (t20) ben si vede che i valori di , 
M, , atti» risqlver questa seconda, posti l’ano in luogo di J/ Q, l’altro in luogo di x 
risolveranno anche la proposta nei casi indicali (fòt), cioè sempre, e qualunque siasi 
n col segno superiore, nel solo caso di n impari col segno inferiore. Sia data per 
esempio l’equazione ±t=;Q — 13x\ Poiché con 1=1 3 la Tavola (H8) dà pi— 3, 
p t — i, pìxxl , Pi=i , pt=i , pr,x=6=2p, , avremo dunque n=5 (H5)j e perciò 
l’eqnazione sarà solubile in numeri interi' o sia coll’un segno, o sia coll’altro, e 
sempre da convergenti d’indice Sm. Da risolveranno col segno superiore quelle, 


N,o-3N* 

per le quali m sarà pan, cioè ■— , - 

iVl io Wa 


N* 

Mv. 


i5 7 

«e.; col legno inferiore quelle. 


, ,, , . . . , Ni Nii Ni! 

per le quili m sara impari, cioè =j-, — , tì*~ * C- ■** olfatti calcolando si trova 

- ' . , . t Ms iati M.5 

N 5 =l8,N.„=649,N l5 =:2a382, N,.xS4240t, N, s =303498t8, Nvo=1093435849,ec. 
Mi s 5, M^= 1 80, M, 5=6483, M,.=233640, M, sì= 84 f 75#^!!h„=303264540,ec. 
valori che posti respetti va mente in luogo di \ Q e di x nella proposta, effettiva* 
mente la soddisfanno, gli uni, cioè quelli coll'indice impari, nel caso del segno 
inferiore; i rimanenti, cioèqnelli coll'indice pari, nel caso del segno superiore. 
Ma se abbiasi ^t=Q — 3x’, poiché la Tavola per il numero dei quozienti io pe- 
riodo dà n=2, l’equazione col segno inferiore non sarà solubile ; mentre col segno 
superiore si avranno soluzioni da tutte le convergenti dell'indice 2m qualunque 
siasi m o pari, o impari, come è agevole il verificare. 

5. ° Se kz=-+ 2 Ì lr , intendendosi per uno dei valori di b dati dalla Tavola (H 8), 

l’equazione ,)’ — /(M t | I ) t ,)* (120) mostra che in un 

modo analogo al precedente potremo avere infinite soluzioni io numeri interi pò- 

Bendo ed x=Mjm-f«— ila ,• Si avverto 1 ? che l'indice k 

deve determinarsi dal luogo d’ordine che Bella Tavola tiene quello dei b che corri* 
sponde al dato valore di k. Così sesia proposi* l’equazione ^+;3-(-2 1 x'=Q, siccome 
nella Tavola per 2 f il valore 3 appartiene al quarto dei b, dovremo dunque lare l’in- 
dice k—A,r l’indice delle convergenti i qui termini soddisfanno alla proposta, sarà 
3-|-(m — t)n, ossia 6/n —3,, giacchi la Tavola dà n — 6. E poiché quest’indice, qua- 
lunque siasi ni, è sempre impari, apparisce perciò die giusta il precetto dato (120), 
l’equazione eoi segno superiore non avrà soluzione, meutre ad ogni periodo una 
ne troveremo che la risolverà col segno inferirne (iVi). 2 ° Che attesa la simmetria 
dei b±, la quale si trova aver luogo come quella dei , incontrandosi il più delle 
volte uno stesso valor di b ^ in due luoghi differenti d’uno stesso periodo e quindi 
della Tavola, cosi l’indice k potrà aver due valori differenti, ciascuno dei quali 
dovrà introdursi nell’ indice A— ( — (//l — 4 )/» — I per completare le soluzioni.- Cosi se 
abbiasi 5=Q — 59X - *, siccome la Tavola dà ìxxbixxbi ed n— 6, soddisfaranno dun- 
que non tanto le convergenti dell’indice 6/n — quanto quelle dell’indice 6 vi— 2 , 
in conseguenza quelle dell’ indice 2, 4,8, <0, 14, <6 ec. , 

6. ” Se k+l=ii', soddisfarà in primo luogo x=f. Per aver poi altre soluzioni 

fo 1.* \ Qxxnx — kxi, ed osservando che n’ — Isxk ottengo x* — 2nxx,—l—kx,'. 
Compito il quadrato del primo membro e quindi fatto li* \ Q,=x — ni, , ho 
infine — lx,*, equazione che risolvo col metodo del caso 4.°. Avuto i, e 

Qt, la 11.* darà x, la 1.» Q. 

7. ° Se k=l, onde sia l+ix'—Q , pongo y Q , . Sostituendo avrò 

x'—-lQ ,=r — f, equazione che egualmente ricade tra quelle contemplate al caso 4*. 

8. ° Se k ed l sono multiple d’uno stesso quadrato g', l’equazione si renderà più 
semplice, e talora si ridurrà ad uno dei casi contemplati, dividendola perg' (338). 
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Se lo sia soltanto k ed abbiasi Jfz=k,g % , si porrà xzxzxtg, ed avremo k t -\-lx t *zzQ 9 

Se lo sia l ed abbiasi /=/,#•, si porrà x=^le w avrà M-iiXf'ssO. L'ultima tra- 

sfoi mazionecosì facile ad ottenersi, ha dalo laogo a poter compendiare laTavola(< i 8), 
escludendone non solo i valori quadrati di l, ma anche i multipli di quadrilo. 

9.° Se ko l sieno Negative, nel primo caso moltiplicheremo l'equazione per l ; 
e fatto kl=g , l*x =Q[, Q— t* troveremo g-\-lz % c=i Q t . Nel secondo si moltiplichi 

k % . ' . . 

l'equazione per ke si divida per x’j e fatto kl=g, Q=z* avremo g-Hh’= Q t ; 

con che in ambedue i casi l'equazione sarà ridotta alla forma primitivi. 

340. Qualora veruno degli accennati casi abbia luogo, e basti risolvere in nu- 
meri anche semplicemente razionali l'equazione k-+-lx*=:Q, nella quafe k ed l si 
suppongon dunque maggiori dell' unità, non eguali ad qn quadrato , nè multipli 

di quadralo, e di più positivi, pougo per maggior generalità x=‘-^l,edho (338) 

9 =Q, ossia (ponendo pei- maggior simmetria del vicolo 
equazione nella quale 4-»* le indeterminate z t w potranno essere intere ed anco 
frazionarie, poiché l'aver noi posto x=zy : z non porta che fez debbano tenersi per 
interi j potendo Una frazione provenire dalla divisione non tanto di due interi quanto 
di due rotti. Se non che è da osservarsi che quest' ultimo caso include necessaria- 
mente anche il primo, vale a dire, che se tra i vaioli di j' e z che rendono la frazione 

r - * * : . . * . • ' * > 

x a soddisfar l'equazione, se ne incontrino dei frazionar], dovranno in- 
fallibilmente trovarsene anche degl* interi. Infatti se sia -, 2 =-^-, il che da- 

b d 

,, de % - ad ; » 

renne x — ^ : —-- f gara ancora x=^-, e quindi fra i valori di y e z proprj al valore 

opportuno di x dovranno aver luogo anche i valori interi y=ad, z=sòc, e Irt que- 
st' ultima caso anche 1* indeterminata w dovrà essere un intero. D'onde si ha che 
qualora la proposta sia solubile anche soltanto in numeri frazionar]’, la trasformata 
dovrà sempre poter risolversi Irt numeri interi. Inoltre r, z ed « potranno supporsi 
primi fra loro, perchè se avessero un coraun divisore a , l'equazione potrebbe divi- 
dersi per a*, senza cangiare nè di forma, nè di coefficienti. - 2.° Saranno altresì pri- 
me (fà loro due qualunque delle tre suddette indeterminate; perchè se a 3 fosse fat- 
tore di s 3 e di v*, dovrebbe contro l' ipotesi esserlo anche di *>•===£*• -hfy-*; e se 
fosse fattore di w 3 ,e di z 3 senza esserlo di v**, o di tu* e di y % senza esserlo di **, 
dovrebbe nel primo caso esser fattore di l, nel secondo di k, e quindi o l t o k 
sarebbero multipli di quadrato rontro l'ipotesi. 3.° Saran pure prime fra loro 
.T » k , perchè se avessero un coniun divisore <z, questo apparterrebbe visibilmente 
anche ad e> , che non sarebbe piu primo ad ; . E per la stessa ragione saranno 
primi fra loro z ed /. . - l s "v 
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341. Ciò premesso e supposto k^l, cerco fra i numeri interi minori di Jà il 
più piccolo Ai atto a formare On quadrato ri della quantità àà,-4-f (333), o a risol* 
\ere in numeri interi l'equazione kkt-{-l~ri. Quindi fo come sopra (339.6.°) 


I.* mssni'—kjTi, valore che introdotto nella proposta dà 




—ìnyj.+hjr,' 


t—r- ' — l, >’ — 5n i y , -f- ky , ' . Da questa, moltiplicata per k, , ho k'jr' — 2nkiYy 
k,,'-kk, X ,' ; compito il quadrato del primo membro, posto l in luogo di ri — kki, 
e fatto II * k,jr — « 7 * x =Wi, ho in fine la trasformata simile alla 

proposta, ma uella quale si ha ài< Se questa è in qualunque modo solubile, 
avremo Vi, z, cu, ; e quindi jr dalla II. 1 ed w dalla I.*, o dalla proposta. 

Diversamente ripeterò le medesime precise operazioni sulla traslormata, con 
che giungerò ad una seconda trasformata &azM-/7 r a , =Wa*, con k x <^ki , e per 
conseguenza minore di ft e su questa di nuovo opererò finché il successivo ab- 
bassamento di k non abbia reso questo coefficienle minore di l. Pervenuti a que- 
sto punto, e supposto il primitivo k ridotto a k m , siccome non sempre irebbe 
possibile di abbassare ulteriormente k m cercando il solito nnmero k tt ±, l tra 0 e 
\k m ( 334.2.°), abbasso l nel modo stesso che ho abbassato k 9 e cosi continuerò 
alternando gli abbassamenti or dell’uno, or dell’altro coefficiente, finché uno dei 
due non giunga all’unità. 

342. Supposto che ciò accada rapporto al Coefficiente di fo e che allora il 
coefficiente di z sia permutatb in X, resterà da risolvere un’equazione della forma 

’X* • A tale effetto decomporrò X in due fattori a, (3, e porrò zz=zpq, es- 
sendo p, q due arbitrarie. Avremo dunque Xz’==a|Sp , <7 , ==(6«M-J')( w — j) c potremo 

fare ta^~jr=ap'* ì c*—fo=pq 9 , d’onde ■■ ^ 1 ' , r=- — — dalle quali e- 

spressioni e dalla presupposta z—pq, in forza della moltiplicilà dei fattori a , Q 
in cui potrebbe esser decomponibile k, « molto più in forza delle arbitrane p, q 
(cbe potranno stabilirsi in modo che ai, y vengano interi) risulteranno per le tre 
indeterminate finali y, z, ai infiniti valori, dai quali retrocedendo altrettanti se ne, 
avranno per le indeterminate primitive. Si potrà ancora fare r= t nell’ultima equa- 
zione kz?s=ai' — y ? j con che- si avrà tesai’ — Àz’, che si sa sempre risolvere (t20). 

343. Si noti t che se k fosse minor di l dovrebbe incominciarsi ad operare 

sopra l come si è operato sopra k. t * . ■» 

2 Che qualora non si trovasse il numero intero k, atto- a risolvere l’equazio- 


^ I, . . , v 

ne kkt-hl=n‘ (341), o a ridurre — ^ — ■ ad un intero kt , il problema sarebbe iuso- 


(„• l'fy* 

lubile. Infatti l’equazione-^ — ^ — — 2nyj-,-i-kf t '=z' nata dalle doe 

a w=ny- — kjr i, deve poter esser soddisfatta da tatti quanti i valori che soddi- 
sfanno a queste due. Ora la prima, che è la proposta, qualora sia solubile dà ne- 
cessariamente luogo (340. I .°) a valori interi tf! y, z ed tu; l’altra in cui y è primo a 
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k, con w ed r interi preti dalla prima dà pariménte luogo a valori intéri di n ed 

y, (320). Ora immaginando eoititniti simultaneamente tatti questi valori interi 

■ • • n'—l 

ueU’aniidetta equazione, è chiaro che non potrebbero mai soddisfarla se — -j-y 

t. • , » ‘ , . A I 

non fosse un intero k , , che dovrà dunque sempre trovarsi quando la proposta sia 

fl\ à l * - -■ 

solubile. Del rimanente se è possibile di rendere intero -* —, sarà in seguiiasem- 


pre possibiledi rendere intere tutte le altre espressioni consimili 

j r 

che a’ incontreranno operando sulle trasformale. Infatti se 


rt,»-f „,'—l 



k, 


sarà un iutero k, e quindi avremo valori interi anche da 


k. 


sol che si 


(accia n,—u-yktrn (311), tra i quali valori uoo dovrà esservene (333). 

sarà un intero hi, e fatto n,=n ,-H 


-, a , - . 1 . . , n '~ 

(alme del pan se — j— è ua intero K,, — - 
Si Sj 


lì * l 

k,m, — - sarà un intero k 3 , ec. E nella stessa guisa potrà dimostrarsi che anche 

# Al 

gl’interi f . , h, lì, ec. quantità che vengono in campo per l’abbassamento di l, do» 
vranno sempre trovarsi se la proposta è solubile, infatti quanto ad l, , lì oc. l’ulti- 
mo raziocinio non lascia alcun dubbio che debbano sempre aversi qualora si sia 
trovato fi. Quanto poi ad l, se non fosse possibile ritrovarlo, l’equazione da cui 
si dà principio all’abbassamento di f r noq sarebbe solubile; il che si renderà 
chiaro ripetendo rapporto ad esso il medesimo ragiouamenlo che abbiamo fatto 

’ v ' n'—l ' * ■ •’ ' " *' 

rapporto alla proposta per mostrare che — r — doverti essere un intero k, . Ora 4 

• . ' , * i i 

evidente che non essendo solubile questa equazione, pon lo sarebbe neppur la 
proposta. Che poi spingendo il calcolo quanto occorre debba incontrarsi l'unità 
per valor finale di k o di l , facilmente si vedrà riflettendo che per nalura del- 
l'operazione questi due coefficienti dovranno infine ridursi ad esser minori di 4. 
tJn ulteriore abbassamento nel maggiore di essi darebbe un nuovo k o un nuovo f, 
che dovendo necessariamente aver luogo ed esser di più intero, positivo e minore 
della quarta parte del precedente, non potrebbe esser che zero ; quindi l’equazio- 
ne successiva prenderebbe la forma o di o di i*, in ambedue i 

casi, insussistente qualora o l, nei primo caso/o k nel secondo non fossero eguali 
all’unità, giacchi non vi 4 quadrato alcuno che sia doppio o triplo d’un altro. 

3.” Che se per k, , k, ec. si trovino più valori respetti varoente più piccoli 
di jk , ’ k , jh, ec. atti all’oggetto di cui si tratta , eseguita l’operazione con 
ano di. essi , t potrà parlilamente riprendersi coi rimanenti. E se i coefficienti 
k, , k a, hi ec. , fi, fa, lì ec. risultino multipli di quadrato, potremo spogliar- 
neli(339. 8.°); con che più speditamente si perverrà al loro abbassamento finale. 


4°. Se eonsi Jerando z come eguale all’ unità , alcuna delle trasformate cades- 
se nei casi contemplali di sopra, cpiesla si scioglierà coi metodi corrispondenti , 
e da quel punto si comincerà a retrogradare verso l’equazione primitiva (342). 

Y 

Esempio. Sia da risolversi 10f-H3:r’=Q. Posto (341) x=— e (>=«’ , avremo 

10Iz’-+-13/ , =m*, in cui àzzl 0 < , l—\ì,c £>7. Calcolo 10là,-(-13=n’ (342),cercan- 
101 , , 

do k, fra gl’ interi minori di — — , e trovo fc,=l2, n=z±3 r > , con che formo 4 . 

0>,-—i2yZ : -'i5y , , e iusieme la traslormata !2z’-H3/i’=&ii’. Qui osservo che à,-(- 
fa=l 2-1-1 3^=25, quadrato. La traslormata adunque sciolta (340.6°) da S=l li T i=l, 

10 5 y 10 

u, =5, valori elio posti nella 1 . danno_y= — , — , d onde — sa — , — ■ - 

3 2 z 3 

5 „ 40 _ A <300 2209 t 47 

Infatti, ponendo nella proposta*^— , ho 4 04 I - ^ , quadrato di—,Q 

5 f 325 729 27 

ponendo xzzz — -7* , no 404 -+- — - , quadrato di . 

2 4 '1 2 

Ma se per continuar l’applicazione del metodo, si vuoluon attendere al caso os- 
servato, noteremo clic nella trasformata il quadrato4è sumnuiltiplo del 4 2,coeflIcicn- 
tc di z’.Lo tolgo (340.3°) ponendo z= * p, con che la trasformata mi si riduce a 3p* 
-4-4 òjTi •=&>,*; equi omettendo di osservare chosi ha 3-+-4 3=1 6, quadrato, il che porte- 
rebbe a soluzioni le quali si troverebbero come sopra , rifletto che avendosi l^ki , 

l 

converrà abbassare l (343). Cerco dunque quel numero /,< — , che rende 4 3/,-+- 

4 

3=»!% e trovo /«==4 , «,z=-H; 4, con clic formo w a , avvertendo però di cambiar 
nella formuIageneralel l .(342)^- in y,y , in p,, perchè qui il coelficiente clic si tratta di 
abbassare appartiene non più a z, o a p, che adesso tiene il luogo di z, ma ad^,* 
Ilo dunque II 1 . w 4 :=p-^4p, e per nuova trasformata ^,*-+-3p , j e come in 
questa il coeiHcicnte di y x % è 1’ unità, non ho dunque bisogno di procedere ad ul- 
teriori abbassamenti ; pongo quindi a,&=:3, d’oinlc gli unici valori 0=3, (5=4 , o 
in conseguenza to a r= £ (3/?*-+-<7*), J' i=: j (3/?* — 7')- Fatto /*=4,<7=4, ho y l z=prj=1 1 
ùì 2 =2 i y l =i - quindi dalla II 3 . p=6, = — 2* c in seguilo dalla prima trasformata 
ridotta, col primo valore di p, &ii=4 4 , col secondo^ m,=5. I due valori di p dan- 
no inoltre z=3, = — 4 . 

Frattanto con w,=4 4 e con r f =:4, la I 3 . mi dà 4 4=42 >Ih 35, d’onde r= 

23 . . . , > 23 

— , = — 2; c poiché con &),=4 4, si ha insieme s=3, avremo «lamine : — ■ = 

6 1 z 48 

2 

:= — - , ambedue i quali valori sciolgono la proposta, dandomi il primo 4 04 -+- 

23* 39604 499 . . 43 4 964 

43 X - 7 — — quadrato di — e dandomi il secondo 404H — = — > qua- 

lo 324 48 9 9 

.34 

dialo di — ' . Dal secondo valore «li «,=5 , combinato col secondo «li zz , -• — 4 , *j[ 
hanno le soluzioni già trovate di sopra. 

T- /• F- u. 
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Equazioni indeterminate solubili di gradi superiori al secondo 


344. 1/ equazione jr=y(b+cx-+-dx'+ex'') si risolve assai facilmente se S 
sia in quadrato m>: poiché fatto m'-+-cx+dx'+ex'~Q, avremo m'+ex=Q- 
^■_ex’ , e quindi (m+ 0- ; eguagliato Q al primo 

membro si otterrà *= - • Chiamato h questo valore, si ponga x=* -t-& ; 

il polinomio * 4 -cx-»-ec., ‘unzione dix, si cangerà in un altro del medesimo grado, 
che sarà funzione di *, e per coefficiente di z" avrà (37 6) quadrato ■ 
Potremo dunque ottenere z da questo come x dal dato; il che darà un nuovo va- 
lore di x, come nel modo stesso altri inBniti se ne oUerranuo ripetendo quanto ai 
vuole la medesima operazione. 

345. Con facilità anche maggiore risolveremo la proposta se manchino b c ex , 

facendo dx’-»-ex 5 =<? , e dividendo il primo membro per x* (3.38). Con ciò x- 

Q—‘ l _ - . r.he «e non rimanaa che l’ultimo termine ex 5 , 

vrerao x — — — — ■ , n 

e a e _ 

Q_ A * 

porremo ex 5 =Q, e dividendo per x>, avremo ex=Q, ed x=-e - — • 

346. L’ equazione yz=V &+cx+dx'd-fx') si risolve in egual modo nel caso, 
di 5=m 5 ; ponendo cioè b+cxd-dx'+fx'=C , inteso r er 6’ un cubo qualunque, 

e quindi compiendo il cubo m'-+cx , il che dà (^m-P — ,)'=<?— <fx* — Jx'd- 


f_L + 1 fL . Quagliato C al primo membro , l’ equazione si ridurrà con x al pri- 

3/t»’ 37 m 6 . .. 

mo grado , e quindi razionale. Si risolve pure con /=m 5 } poiché allora avremo 

mW+dx^C—cx-b, ossia, compito il cubo del primo membro, (mx-i-— ,) 5 = 


r CJ r l) | i X - -f- , ed eguagliato come sopra C al primo membro , x 

3 /n*' 27 m° 5 

rimarrà al primo grado. Ma se si abbia V =s\ (dx>+/x 5 ), si farà. dx’+fx'=C , e 

dividendo per x 5 il primo membro, il che non altera la qualità di cubo indeter- 

d ■ r A% A- ' “ d 

minato che ha il membro secondo, avremo “ a ì , e ^ U1 X 

5 A' 

Infine se sia ^•=|/(ò-4-cx), porremo nel modo medesimo b+cp^-C——, ed a-. 


A'—a'b 
vremo x= — — • 

a c li • 

Omettiamo per brevità di considerare altri casi, il pierei saggio che abbiamo, 

(blo bastar potendo per servire di sufficiente regola , anche trattandosi d’ equazio- 
ni di gradi maggiori. 
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RAGIONI bPrOPORZIOMI 

m 

347 * Due quantità posson paragonarsi fra loro esaminando 
o di quanto l’uua ò maggiore o minore dell’ altra, o quante vol- 
te l’una è contenuta nell’altra o la contiene. La differenza o il 
quoziente che risultano da questi confronti diconsi ragione o 
rapporto delle due quantità. La ragione è aritmetica se si pren- 
da la differenza ; è geometrica se si prenda il quoziente. Lo 
due quantità poste iu confronto si chiamano termini della ragio- 
ne , che si distinguono il primo col nome d’ antecedente, 1 ’ al- 
tro con quello di conseguente. Per accennare la ragione fra due 
quantità s’interpongono fra esse due punti. Cosi le ragioni di \ 
a 12, di a a b, si accennano scrivendo 4 : la, a : b. 

348 , Veruna ragione aritmetica rimane alterata se si aumen- 
tino o si diminuiscano i suoi due termini di un’egual quantità. 
Cosi la ragione di 5 : 8 equivale a quella di 7 : 10, e di 1 : 4 ; quel- 
la dia: b equivale all’altra di a-±:d : b-*-d. Parimente veruna 
ragione geometrica rimane alterata se si moltiplichino o si divi- 
dano i suoi due termini per una medesima quantità. Cosi la ra- 
gione geometrica di 8:10 equivale a quella di 16 : 20 e a quella 
di 4 : 5 ; e la ragione di a : A equivale a quella di oc : bc, e a quella 

di - : il tutto concordemente ai priucipj da noi già stabiliti (a 35 ). 

349. Perchè due ragioni min, p:q sieno assolutamente 
eguali è necessario i“. che i loro termini dici) luogo alla stessa 
differenza se sono aritmetiche , allo stesso quoziente se sou geo- 
metriche; 2“ che l’antecedente sia in ambedue maggiore , o in 
ambedue minore del suo conscguente. Verificandosi queste due 
condizioni i quattro termini m, n, p, q diconsi essere in ragion 
diretta tra loro ; avendo luogo la prima e non la seconda , si 
dicono essere in ragione inversa tra loro. Così il 3 e il 5 .il io 
e il 12 sono tra loro in ragion diretta aritmetica; mentre il 5 
e il 1 5 , il 18 e il (i sano iu ragione inversa geometrica. 

35 o- Una ragione sì chiama composto se sia la somma o il 
prodotto di più ragioni : cosi le ragioni « : A, /: g t A: A dauuu 
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la composta aritmetica : b-hg-hk, o la composta geo- 

metrica afh : bgk . Clic se le due, le tre, ec. componenti sieno e- 
guali (349) > la composta aritmetica sarà dupla, tripla, ec., e 
la composta geometrica sarà duplicata, triplicata, ec. d’una qua- 
lunque delle componenti : così le due aritmetiche eguali a : a~\~d , 
b : b-i-d danno la dupla a-hb : a-\-b-\-'ìd, la cui differenza •xd 
è doppia di d\ e le due eguali geometriche a . aq, b : bq danno 
la duplicata ab : abq 2 , il cui quoziente q 2 è duplicato o quadrato 
d uq. Perciò la ragion duplicala, triplicata, tc. dicesi anche la ra- 
gion dei quadrali , dei cubi, ec. 

35 1 . Due ragioni eguali e dirette (349) formano una pro- 
porzione, che è o aritmetica o geometrica se le ragioni sono a- 
ritmetiche o geometriche: l’ una si contrassegna con tre, l’altra 
con quattro punti tra le due ragioni. Perciò a: a-*~d b: b-*-d 
è la formula generale delle proporzioni aritmetiche, ed a : aq : : b : 
bq delle geometriche. La prima si pronunzia : a sta ad a-t-d co- 
me aritmeticamente^» sta a h-t-d; l’altra : a sta ad aq come geo-, 
metricamente b sta a bq, o semplicemente come b sta a bq.ll pi i- 
mo e 1 ’ ultimo termine diconsi estremi, i due di mezzo medj o in- 
termedi ■ Quando si nomina proporzione senz’altro aggiunto s’in- 
teude sempre parlare di proporzione geometrica. 

35a. Due ragioni inverse comecché non assolutamente e- 
guali (34o) non formano proporzione: ma può sempre ricavarsi 
dalle medesime una proporzione , invertendo i termini di una 
di esse, cioè ponendo l’antecedente in luogo del conseguente e 
viceversa. Così dalle due inverse 5: 1 5, 21 : 7 , si ricava la pro- 
porzione 5: 1 5 : : 7 : 2 1 , o l’altra 1 5 : 5 : : 2 1 : 7 . Infatti si nel- 
l’una che nell’ altra le due ragioni son eguali in tutto il rigore 
del termine (349)- Che se si tratti sollantodi ragioni inverse geo- 
metriche, in luogo di rovesciare i termini di una di esse come 
abbiamo proposto, potranno anche scriversi nel loro ordine dato, 
ma ponendoli in forma di denominatore dell’unità. Cosi nell’e- 
sempio allegato avremo una proporzione scrivendo 5 : 1 5 : : T , 1 : 1 • 
Il che, quando non fosse per se medesimo manifesto, potreb- 
be provarsi osservando che la ragione T ' , : i non è che quella 
di 7:21 divisa in ciascun dei suoi termini per il prodotto. 
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7 X 1 • E dunque alla medesima equivalente (34g)> e sta per egual 
modo in proporzione col 5: i5. Preverremo intanto, clic allor- 
quando la proporzione è scritta nell’ indicato ultimo modo, in luogo 
di 5 sta a 1 5 come T ' T a ì , si preferisce talvolta dire 5 sta a 1 5 
in ragione inversa di 21 a 7 , oppure inversamente come 21 a 7 . 

Se poi si abbia la «proporzione a:b:: — :-,in più occasioni tor- 
nerà opportuno di leggere a sta a b in ragion composta diret- 
ta di m ad n , e inversa di p a q. 

353. Se accada che i due termini medi di una proporzio- 
ne sieno eguali , come in 3 : 1 5 : : 1 5 : 75 , la proporziouesi chia- 
ma allora continua , il termine ripetuto si chiama medio pro- 
porzionale, l’ultimo dei due estremi terzo proporzionale. Nel- 
le proporzioni non continue, che dieousi anche discrete, l’ul- 
timo dei due estremi si chiama quarto proporzionale • 

Le proporzioni sono di un uso estesissimo in tutte le Mate- 
matiche, e somma è 1 ’ importanza di conoscerne le proprietà, di 
cui le principali si riducono alle seguenti. 

35 {. I". Le somme dei rnedj e degli estremi in tutte le 
proporzioni aritmetiche , e i loro prodotti nelle geometriche 
si eguagliano. Riprese infatti le due formule generali (35 1 ), è 
chiaro che dalla prima , o si sommino i medj o gli estremi , si 
ottien sempre a-^d-k-b', e dalla seconda si ha lo stesso prodot- 
to abq moltiplicando tra loro tanto gli uni chegli altri. Di qui 
l’ importante conseguenza che dati tre termini a, b, c di una pro- 
porzione, può sempre trovarsene il quarto mancante. Poiché 
chiamandolo x , se la proporzione, è aritmetica, e secondo clic 
il termine ignoto sarà uno degli estremi o dei medj , avremo 
a : b c : a? .ovvero a : b x : c, e quindi dalla prima a-\-nc= 
b-hc, ed x=b-\-c — a : e dalla seconda b-\-:x—a-A-c, ed a;=«-4- 
c — b. Se poi è geometrica , avremo a : b : : c : x, ovvero a : b : : x : 

c, e quindi ax=bc, ed dall’ una , e bx—ac , ed x= -j da* 
l’ altra. 

355. II*. In ogni proporzion continua se è aritmetica , 
la somma degli estremi eguaglia il doppio del medio, e se 
è geometrica il prodotto degli estremi eguaglia il quadralo 
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del medio. Questa proposizione non ò elio una conseguenza del» 
la precedente. Infatti se a :J>‘-’b : c* deve aversi 

e se a: h : : b : c, deve aversi ac=blr=b\ Quindi se il medio 
proporzionale sia ignoto , potremo averlo dall’ equazione 

■ nella proporzione aritmetica , e da x= J/ ac nella geome- 
trica. E se sia ignoto il terzo proporzionale* verrà dato da a?= 
a b — a nel primo caso , e da nel secondo. 

356. III. Ogni proporzione aritmetica o geometrica dà 
un 3 equazione , il che è evidente (354-355.); ed ogni equazio- 
ne dà una proporzione aritmetica o geometrica. Così da 
ua-hb, nasce la proporzione aritmetica m:aa *.*ò:n, o l’altra 
m : a'.’ a+b:n; da a 2 — .r a =A s — y* nasce la proporzione geo- 
metrica a— x : b—y : : b-\y : a-\-x\ e da x=^ab-, nasce a: t :: 
x : b, oppure a : J/ x : : V x : b. 

35 q. Quindi non solo i cangiamenti che non alterano le ragio- 
ni (34?). ma neppur quelli clic non alterano l’eguaglianza fra le 
somme dei medj e degli estremi nelle proporzioni aritmetiche , 
o fra i prodotti di essi nelle geometriche, non altereranno la 
proporzione. Perciò i°. potremo nell’una e nell’altra porre un 
estremo o un medio in luogo dell’ al Irò estremo o dell’altro me- 
dio alternando , i due estremi in luogo dei due medj , c i due 
medj in luogo dei due estremi invertendo. 2 °. NelP aritmetica 
potremo aumentare o diminuire di un numero qualunque m un 
estremo ed un medio; moltiplicare o divider per m ciascun termi- 
ne della proporzione; e se si abbiano duco più proporzioni po- 
tremo o sommare o sottrnr gli uni dagli altri tutti i termini cor- 
rispondenti. Così se sia a : h V c : d, sarà parimente a : c b : d; 

b : a‘ .* d:c\ a-t-rii : b-\-m’.‘c : d; am : bm V cm : dm : — : — V 

7 m m 

e se abbiasi l’altra proporzione p : q *.*r : s, avremo pu- 
re a-i-p : by-q V tr+r r : d-+-s. Infatti nei cinque primi casi si scen- 
de sempre al l’equazione a-\-d=b-\-c come dalla data, e nell’ul- 
timo siha a-+-p-{-d-+-s=b-+-q-{-c-*-r ; ma in virtù della secon- 
da p-4-ss=q-+-r, dunque a-\-d=l>-\-c, come sopra. 3°. Nella geo- 
metrica potremo moltiplicare o cliv idere un medio ed un cstre- 
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Ino per qualunque numero hv, divider l’uno per l’altro un me- 
dio ed un estremo; alzar tutti i < termini ad una stessa potenza m . 

o — ; stabilire una proporzione fra i termini primo e secondo, 

e la somma o differenza del primo e terzo, e quella del secon- 
do e quarto , o fra le somme e differenze dei primi e degli ul- 
timi due; infine moltiplicare o dividere gli Uni per gli alttf i 
termini corrispondenti di due o più diverse proporzioni. Cosi 
data a : b : : c : d, oltre a : c : : b : d, e b:a ::d:c, potremo for- 
mare arri : brn : : c: d ; - : — :: C-d,a: b:: 1: — ; a : b: : -7 : a: 

m m 7 c de 

m m m ,m 

*■::<}: r -io": b n : : c n : d n ; a:b : : a-*-c : b-+~d ; a-t -5 : 

ti 0 


aZ+lb : : c-x-d : c~^-d, o ancora a-*~c : a+c : :b-*-d : bjf.d; e da- 
ta p : q : : r : S, sarà ap : b(j ::cr : ds, ed anche ~ j in- 

fatti da ciascuna delle prime si giunge ad ad=bc, e 1’ ultime^ 
in cui per l’una udps=cbqr, e per l’altra — == ~i danno esse 
pure ad—bc in forza dell’ essere ps=qr per la proporzione se- 
conda. Infine se si abbia ^ : — :: c : d, oppure - : — — : - potre- 

m n L 1 m n p q r 

mo per analoghe ragioni trai- dalla prima a : b:: cm : dn , ovvero 
an :bm::ti:d, e viceversa dalla 2*. ap : bq ::cm : dn, oppure ani 
bm ::cq:dp, e reciprocamente; 

358 . IV. In una serie di ragioni geometriche eguali la 
Somma degli ahtecedenti sta a quella dei conseguenti, come 
imo o più antecèdenti ai loro conseguenti. Infatti a : aq :: b: 
bq :: c :cq ::f : fq ec. ci danno a-hb-{-c-ì-f-+-ce. : (a+b-+-c-y 
f- 4 -ec. )q :: (357.3°) l : q :: à : atf:: a-+-b ■ ( a-\-b)q , ec* 


« V 

A » 


pROGkEX stoni 


35 p. Si dà il nome di progressione ad una serie di nume- 
ri collegati fra loro in manièra, che il primo stia al secondo co- 
me il secondo al terzo, come il terzo al quatto* ec. Se il rap- 
porto costante di un nùmero all’altro è aritmetico, la progres- 
sione è aritmetica ; se geometrico, la progressione è geometrica* 
Così i numeri i, 3 , 5 * 7* y, ec. , ciascun dei quali differisce co 
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slautcìucnte di due Unità dal suo antecedente , formano una pro- 
gressione aritmetica ; mentre intuiteci 1 , 3 , y, 27,81, ee. , eia- 
scun dei quali è triplo .di quello clic lo precede , fermano una 
progressione geometrica/ La prima si accenna scrivendo — i: 3 : 

5 : 7 : 9, ec. , la seconda scrivendo semplicemente 1:3:9:27 : 8 1 , 
ec. La ragione o rapporto costante si chiama differenza nelle pro- 
gressioni aritmetiche, quoziente nelle geometriche; e di qui 1’ 
uso modernamente introdotto di chiamar le prime progressioni 
per differenze , le seconde progressioni per quozienti. 

3 (io. Le progressioni son crescenti o decrescenti, secoudochè 
i loro termini dal primo all’ultimo vanno o crescendo o dimi- 
nuendo di valore. Nelle crescenti aritmetiche ciascun termine 
si forma aggiungendo al suo precedente la differenza , nelle de- 
crescenti togliendola. Nelle geometriche ogni tei mine si ha mol- 
tiplicando quello che lo precede per il quoziente se son crescen- 
ti , dividendolo se decrescenti. Tutto 'questo è evidente; sup- 
posto perciò a il primo termine, d la differenza, q il quoziente 
ed iì il numero dei termini di ciascuna di queste specie di pro- 
gressioni, avremo le quattro seguenti formule generali: 

I a . a : a-\-d : a-\~2d : a-^-'òd . . : a~\-(ji—\')d li*. a : Off : Oij* : cu]* . . : aq n ~ J 

ili* 1 . a : a — d : a — 2d : a — 3 d ♦ . :a — (n— i )d IV*. a : - : — : — . ... — 

<7 ,p €f ì q <-* 

Clic* anzi, poiché la III”, e l\ a . che servono per le decrescen- 
ti non sono in sostanza chela 1“. e 11"., cangiato per l’una il d 
in — d, per l’altra il q in — , omesse affatto quell?, potremo 

soltanto ritener queste, avvertendo d’ introdurvi i suddetti re- 
spettivi cangiamenti qualora in luogo di progressioni crescenti 
si tratti di progressioni decrescenti. 

36 ’i. Ciò premesso, si tratti di trovar la somma s dei pri- 
mi n termini di una progressione. Se questa è geometrica, a- 
vremo s=a-\-aq-{-aq '-i-nq'-\-<'c. . . -+nq u ~'—a(i-{-q-hq' > -+- 

q*- Lee. . . . 261)— — — . Se è aritmetica, osservo- 

1 (f— \ 

remo che chiamandone « 1’ ultimo termine, ed invertendola, si 
cangia nell’identica decrescente — «:&• — d : co — id : co — 3 d . . . 
: cj — (u — t )<•/. Frattanto dalia diretta si ha evidentemente s^ 
an~V-d{ 1 -4-2-4-3-4-ec. . . 1 )), c dall inversa s~(ùn - — 





1 6t) 

^jH-2-+-3-t-ec. . . -f-(n — 1 . sommando quindi lo due espres- 

sioni avremo 2 s=a«-t-con , e quindi s= j(a-Ko). 

362. Poiché insieme con s= ^-(a-Hw) si ha nelle progressioni 

aritmetiche co=a-|-(n — ì )d ; e insieme con s= ^ — ^sì ha nel- 
le geometriche a>=aq n ~', combinando respettivamente fra loro 
queste doppie formule , potran dedursene le quaranta seguenti, 
per cui date tre delle cinque quantità a, d, n, s-, co nelle progres- 
sioni aritmetiche, a, q, n, s, co nelle geometriche, si ha qualunque 
delle altre due , purché per alcune delle geometriche, e precisa- 
mente per quelle che dannq n, si conosca la teoria dei logaritmi. 

Per le Progressioni aritmetiche 

363. = u — d(ii — *),= « — - — -,= («•+• -)*■ — 2ds V = — —a» 

ni \ 2 J n 


364. Ks ~ an) 


2 (om — j) 


n — 1 


363. 


366 


n(it — 4) , 2 s — a — ai * «(« — 4) 

ai — a \ a. / /2s a 4 \ 2 s 

„ = ,+ — (j+Cj--^) , = — .= 

4 a» . / / w 4 2* \. 

ì + ^= |/ ( t S + T>-T) 

S. w=a+rf(« — — n, = — j ' 


2 

n / n — < ,\ w-f-a . <w— « s. _ii — (,\ 

367. i= - (a+u), = )\=( — - — )(H — »^(w— < ti (— — 

. •# 

Per /e Progressioni geometriche 

M ✓ fl — I \ 

368. <* =— - — - j « = — Xy U » a(s—a) n ^ t = ai(f-— ai)*- 1 

#- * ai 5 5 £ — n s ai 

369. <7= //^ «• OH -(.=0; o——; o* =0 

^ <1 a a s — ai f — ai * — ai 

370. «=<-<-- , —=4-1- — — , = - J. _ 4- , — . . 

Lq L(s — il ) — L(s — u>) Lq 

■J H Lm—L(fi> q —s(q—\)) 
f Lq 

d» < 4>=ra<y«-' ; u(s — (,))«-' a(s — a)*~‘ ; v = s — — , — io»-' ( - 'ì 

? <7 

/ 371 É' 7 '"’*— K «* (7*— 0 __ m«7— « _ 6> / V— A 

»• > //- < ’ f n ( ’ q i J i» -1 iì— ( r' 

t w — (/ « ' 
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3 ^ 3 . AvtLtciitoM. I. Si sa dopo Galileo che cadendo Uri cor- 
po per solo impulso di gravità, scorre nel primo minuto secon- 
do di sua caduta t 5 piedi in circa, 45 nel secondo , e così suc- 
cessivamente sempre aumentando dì egual differenza. Si cerca 
quanto spazio,* avrà percorso alla fine di sei secondi, c quanto nel- 
l’ ultimo. Qui si ha una progressione aritmetica in cui son dati d== 

i 5 , «fc= 3 o, ti= 6 , sarà dunque ( 36 ?) s= 6 '(i 5 h )= 54 o» 

ed a=i 5 —|— 5 x 3 o=i 65 . • 

II. Tra l’istante in cui lasciai cadere un pieeoi grave in 
una voragine * e quello in cui mi giunse all’ orecchio il suono del- 
la percossa , scorsero 6 minuti secondi. Supposta la stessa leg-' 
ge che sopra , e di più che il suono percorra uniformemente 
»63 tese per ogni secondo * cerco la profondità s della Voragine. 

Qui il tempo impiegato dal grave in discendere è ignoto : 
lo chiamo#; sarà dunque n=x, e ( 36 ^) s=i 5 # 2 . D’altronde poi- 
ché il sriouo ha percorso lo stesso spazio s in 6 — x secondi fa- 
cendo i 63 tese, ossìa 978 piedi in ogni secondo, avremo $=978 X 
((>—#). Di qui l’equazione 1 5 .x 2 =y 781,6- — #), d’onde si ha 
#= 5 , 53 o 8 ed ,$=458*8776. 

III. Suppongasi che un seme di grano seminato in un ter- 
reno di media feracità non ne riproduca che sei , e che la rac- 
colta d J ogni anno s’ impieghi totalmente in nuova sementa , la 
quale si riproduca costantemente e senza alcuna perdita nella me- 
desima proporzione; si domanda qUal diverrà dopo lo anni. Ab- 
biamo Una progressione geometrica in cui n— 1, <7=6 , n=iO 
esi cercasi. Sarà duo cpie (87 1 )s)=«<7 rt_, =b^= 10077696. Onde 
posto il sacco di 1 5 o libbre, ed un seme corrispondente ili peso ad 
Uu grano ( 1 22), si troveranno sacca 9,73. 

IV. Drie Vascelli partono nel tempo stesso da due luoghi 
loo leghe fra loro lontani per incontrarsi : e il primo raddop- 
piando , l’altro rinforzando giornalmente il viaggio, che nel pri- 
mo giorno fu eguale per ambedue* si trovano dopo quattro gior- 
ni. CerCo il Viaggio di ciascheduno , e quanto fecero ilei primo 
e nell’ultimo giorno. Qui abbiamo due progressioni geometri- 
che, di cui non è noto che il numero h==4 dei termini e il quo» 
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mente , che nella prima è q^"i , nell’ altra ^,— 3 . Sappiamo però 
che chiamati s , s, i viaggi cercati , a, a t quelli del primo gior* 
no, si lia Si=ioo - — s ed a—cii. Avremo, dunque le due equa* 
aioni (3^2)s=i5a, j,= 4 0a2=100 *--, s. Di qui j= 27,27273, 
5x= 72, 72727, o=*=i, 81818, &)= 1 4 , 54545 , ed&) 1 =49i 0 9°9 1 * 

V. Un giocatore aggiunge sempre 2 alla sua posta , ed un 
altro sempre la raddoppia ; la prima volta giocaron 3 , e per- 
derono dieci volte : cerco le perdite. La progressione per il pri* 
mo è aritmetica , per il secondo geometrica , ed abbiamo a=3, 
d=q~ 2, n=io; dunque il primo perdè 5=120 (367), il se- 
condo 5=3069 (372). 

VI. Tra due termini a, 6) inserire tri termini in progres- 
sione. Basterà dunque trovar d o q ; e poiché abbiamo a , ed 

verrà d =— — ( 364 ), q— j/ - ( 36 'q). Cosi se m= 4 » 
sara d ^- j *. q^V - . e : — -3 • ~ 5 ~ = -3—: 


del pari a : j/a'i'j) : : f/a^ : : a. 

VII. Vogliasi la somma della progressione geometrica 

decrescente ed infinita a : - 1 -, : 4 -, ec. Per un numero finito 

q q q » 

ti di termini, fatti nelleformule i debiti Cangiamenti ( 36 o), siavreb- 


a ^-' > 
9 


be 


, e sarebbe in oltre cs= —, il termine n‘' m0 , 

9 * 


e quindi ~ il suo susseguente (/H~ i) ,imo . [Ma se la progres- 
sione si prenda fino all’infinito, e quindi sotto il numero n si com- 
prendano tutti quanti mai sono i suoi termini fino al più piccolo 

possibile, il termine (rt-t-i ) 5 " 7 ' 0 dovrà esser nullo, d’onde — =0, 

e perciò ^ =*o. Avremo dunque per la somma cercata 5= 

333 . Cosi per la progressione l : ^ ec. ih infinito, o- 

9 

Ve <2=1 , sarà 5=2. Questa somma si deve riguardare 

non altrimenti che cerne il limite a cui ccntiuuumente si ateo- 
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sta la data progressione a misura ohe va aumentando il mimerò 
dei suoi termini, senza poterlo per altro raggiunger giammai. 

3^4- Da ciò si ha il modo di sommare, e ridurre alla for- 
ma di rotto comune un rotto decimale interamente o no perio- 
dico ( 90 ). Sia ni il numero delle cifre componenti il periodo} 
e Z< il valore di quello che rappresentano. Se il rotto è intera- 
mente periodico, il i°. periodo equivarrà a-j-^, il 2 °. a , 

y 3 °* a ec - ’ e n rolto tutt0 a ’ P ro * 

Pressione decrescente infinita, in cui — ; sarà dunque 

5 10» <7 10* ’ 1 

( 373 .V 1 I)s=^— pCosì perii rotto o,363636 ec., avendosi 
3 6 , 711 = 2 , sarà s——=—. Qualora poi il primo periodo cominci 
dopo n cifre, il suo valore sarà non più — — , ma — - — ,e quel- 
lo dei periodi seguenti — -y- , — , ec. e quindi pel vaio* 

re della parte periodica avremo — - , che sommata con 

la parte fuori di periodo, darà il valore totale del rotto propo- 
sto. Abbiasi, per esempio, o, 35?.2 ec. Avremo n = 2 , m— 1 , 

b= 2 , e per la parte periodica s= .che con dà — 7 . 

1 r 1 900 3 100 900 

3^5. Come nelle progressioni aritmetiche può esser nega- 
tiva la differenza, cosi nelle geometriche può esser negativo il 
quoziente. La progressione generale a : aq.aq 2 : aq 3 .... : aq n ~ l 
(36o) diviene in tal caso ( 1 84) a : — aq : aq 2 : — aq' ..:z£aq n ~ t , 
preso il segno di sotto nell’ultimo termine quando n èpari; e 
per questa come per quella valgono le stesse formule can- 
giato soltanto il q in — q. Così mentre per la somma della pri- 

masi ha I“. s= P er ^ somma dell’altra , osservate 

le regole per le potenze dei numeri negat ivi ( 1 84 ) » troveremo IJ a . 

® con fa pari, e III . .?= — — — con n impari. Sia frat- 

tanto a— li dalla prima in tal caso si avrà q « — \— s {q-*-i), dal- 
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la seconda , con n pari , q n — i — — s{q-\-ì ), e dalla terza con n imi- 
pari q n -\- 1 =.(((/-+- 1 ); perciò ì". qualunque potenza q ' 1 dimi- 
nuita di un’unità è multipla della sua radice diminuita pa- 
rimente di un’unità, il che già anche altrove osservammo(26i); 
a”, qualunque potenza pari diminuita di un’ unità è altresì 
multipla della sua radice accresciutadi un’unità', 3 ° . qualun- 
que potenza impari accresciuta di un’ unità, e multipla della 
sua radice accresciuta di un’unità. Quindi , poiché q' n,, =(q m ) n 
( ì 83 ), sarà altresì q" m — 1 multiplo di q m — ri, e se n ò pari, 
anche di q m -\-i ; come q mn -\- 1 sarà multiplo di q m -h i se n è 
impari. 

376. Ma sia a qualunque, e q= 10; dal primo valore di j 
avremo —— =s-ì- - , d’ onde si raccoglie che qualunque po- 
tenza n del 10 moltiplicata pera e divisa per 9 dà di quozien- 
te s—ali-t-io-F-ioM-ec. . . -hio" -1 ) <• di resto a, se « è ci- 
fra semplice , o lo stesso resto che darebbe a, se a ò numero 
composto. Così i numeri 6=1 o°X(>; 70=10" X 7;5oo=io 2 X f>; 
/Jooo=io 3 X 4 > 20000=i0$X.2 danno in ordine i quozienti ze- 
ro; 7X1; 5 Xi i; 4 X * 1 1» afilli; odi resti 6, 7, 5 , f\, a. O- 
ra si chiami IV la somma totale dei suddetti numeri , $ quella 
dei loro quozienti; 6, quella dei resti. Sarà y ed S t 

equivarrà visibilmente alla somma delle cifre componenti il nu- 

N S 

mero N. Frattanto avremo — = 5 -+- ~ , alla (juale espressione ò 

chiaro che si sarebbe in egual modo pervenuti qualunque e 
comunque diversi fossero stati i numeri primitivi presi in esem- 
pio. Or poiché da questa apparisce che (lai divider imperi) non 

g 

può aversi altro resto che ((nello che può dare il rotto -- , può 

concludersi in generale che dividendo per 9 un numero qualun- 
que N, si ha lo stesso resto che dal divider per 9 la somma S 
delle sue cifre, proprietà rimarchevole di cui daremo altrove 
una più rigorosa dimostrazione (12). 

377. Siamo adesso in grado di dimostrare , come di già pro- 
mettemmo , la regola della riprova del 9 (27). Sicno F, F, i due 
fattori, P il loro prodotto, r, r, , R , R t i quattro resti che si 
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ottengono operando secondo la regala sopra i due fattori , sul 
loro prodotto , e sul prodotto rr, , ed infine q , q lt q, i (quo- 
zienti interi che risulterebbero facendo effettivamente la divisio- 
ne per 9 di F, F, , rr v Avremo ( 3 i •i°')F=tQq-{-r,F x =:gq l -\-r x , 
rr x = gq^-hRt , ed FF x =[gq-hr){yq x -+-r x ) , cioè, sviluppando 
e introducendo il valore di re, , FF x =g{ gqq x -brq , -\-r t q->rq , ) 
R x , espressione che divisa per 9 dà visibilmente il resto R t , Ma 
da P si ha in ipotesi il resto R; converrà dunque che sia 
R, se FF X =*P, cioè se l’operazione è ben fatta. 

378, Sono osservabili le seguenti particolarità: la somma (li qualunque nu. 

mero n di termini della progressione aritmetica 1, 3, 5,ec. dà sempre un quadra. 

to. Infatti avendoli u=l, <1=2, sarà (367) s=m(a-h - , t ». 2». La som. 


ma della progressione aritntetica 1, 2, 3, ec. dando s=z 5 ; av ,à 8s^l«x 

~ (2 , t _ +"0* — '1 ; e di qm ogni quadrato impari diminuito di un' unità i 


multiplo d’ 8. 3*. Poiché perla progressione 1 : q < q> ; . ..q»-' si ha s=z , 

(f ri 

(372), quantità che, con q intero, è minore di perciò ogni potenza uff»*» di qua- 
lunque àttero q supera la somma di tutte le sue precedenti. 4M termini d’ una 
progressione aritmetica o geometrica sommati ad m ad m, danno uiut nuova 
progressione aritmetica o geometrica, la cui differenza d, eguaglia dm», e U 

quoziente q, eguaglia q*. Intatti la somma dei primi m termini sarà (367) m(a-h 
<i(/n^-l) a(q«— t) 

— " 2 '» ° 0’2) j — j per quella dei secondi, il primo dei quali è a-huul a 

. , /■ , d(m— Ov aq m (tj m -m .<) 

aq * , sì troverà mi a-\-md-\ \ 9 o .7.. « 

V 2 J V— 4 

primo ilei quali è a-\-2md, o aq si troverà m (<M-2md+ , ovvero 

aq’ m (q"—l) 

^ ^ ■ , ec. ed è evidente che queste somme, formano due progressioni , P una 


-j per quella dei terzi, il 


delle quali ha dm' per differenza, l’altra q m per quoziente. 

379. All’incontro i termini d’ iuta progressione aritmetica^ geometrica che 
ha A, per differenza, o qi per quoziente, possono riguardarsi come somme di m 
termini diun' altra ignota aritmetica o geometrica , in cui la somma s di m ter. 


mini è ai, il numero n è m, e la differenza o il quoziente sono — ,o q,«: onde il 

m 3 

. ut . . . 

pii ino termine dell ignoti ani melica viene — r (363), della geo - 

2/n* 

I 

a x (q,m — <) 

metrica a^. , (368). Così data la progressione aritmetica 13 , 33, 5.1, 
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,d. 

f»ye«ii=:<5, rft=H8, sesia m==3, verrà — ;=2, a=3 c la progressione ignota sani 
3 , 5 , 7, ec. E data la progressione geometrica 6 , 24 , 96, ec. , se sia n%^= 2 , verrà 

^,*=4*=2, a=2 e la progressione ignota 2, 4, 8, ec. ; ed è chiaro che i primi 
e i secondi tre termici nel primo esempio , e i primi e i secondi due nel secondo, 
sommati eguagliano il primo e secondo delle date. 

380. Con ciò può aversi una progressione di n termini quando n==g — j 

ni 

poiché basta in tal caso risapere in m termini ognuno dei g-H termini dejia data 
(379), c prender dell’ultimo le parti h. 


Prime nozioni sulle serie 


38 1 , Dicesi Serie un aggregato di termini , che crescono o sce^ 
Ulano con una certa legge , come appunto sarebbero le progressio* 
ili: è finita o infinita quando ha un numero finito o infinito di 
termini: è divergente o convergente secondo che i suoi termi- 
ni crescono o scemano di valore 5 e diverge o converge tanto più 
lepidamente, quanto più il valor di ciascun termine cresce osce. 
ina riguardo al precedente, 

38a, Dicansi prime differenze d’ una serie le differenze tra 
i suoi termini contigui , seconde, ter- 

. . •»* o, 27, 64, 125, 216, ec. Dii. 

xe.ee. le differenze tra i contigui ter-, ? 37 g( 9< ^ {e 

2 C . 

3«. 

4«. 

Serie Numeriche 


mini delle prime, delle seconde ec. , 
nel mudo che vedonsi nella di contro 
che è quella dei cubi, 


serie 


12, 18, 24, 30, ec. 
6, 6, 6, ec. 

0, 0, ec. 


383. Prendiamo qui unicamente a parlare di quelle serie 
numeriche, leqnali hanno costante o uniforme un ordine qualun-. 
que di differenze, e le distingueremo col nome di serie del pri- 
lli’ ordine, del secondo, del terzo, dell’m JiWO -, secondo che queste 
differenze costanti saranno le prime, le seconde, le terze, V m“ me . 
Quella che sopra abbiamo, arrecata in esempio è dunque del terz 
ordine, perchè le differenze pestanti sono appunto le terze. 

384- Le principali e più ovvie tra le serie numeriche so- 
no quelle dei numeri figui ati, dei poligoni e delle potenze- $À 
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hanno 1 ultime elevando a qualunque potenza m s ‘ ma i numeri 
naturali 1,2, 3 , ec. , e ciascuna è sempre dell’ordine corrispon- 
dente al giado della potenza. Cosi abbiamo veduto di sopra (382) 
essere appunto ( del terz’ ordine quella dei cubi. Ecco quelle dei 
figurati e dei poligoni, con le loro particolari denominazioni. 

Numeri figurali Numeri poligoni 

2, 3, 4, 5, ec. Naturali I, 3, 6, 10, 15, ec. Triangolari 

1, 3, 6, 10, 15, ec. Triangolari 1, 4, 9, 16, 35, ec. Quadrali 

1, 4, 10, 20, 35, ec. Piramidali 1, 5, 12, 22, 35, cc. Pentagoni 

ec - cc ec - ec. ec. ec. 

Quelle dei figurati cominciando dal prirn’ ordine passano 
per tutti i seguenti, e ciascun loro termine n um ° è la somma dei 
primi n termini della serie superiore. Quelle dei poligoni son 
tutte del second’ ordine, e ciascun loro termine n s ‘ mo è la som- 
ma di n termini delle progressioni aritmetiche 1, 2, 3 , ec.; i , 
3 , 5 , 7, ec.; t , 4 > 7 > 10 » ec.,che cominciano tutte dall’unità, ed 
hanno per respettive differenze 1, 2, 3, ec. 

3 b 5 . Ec principali operazioni da farsi sopra una serie son 
quelle di trovarne i termini Generale e Sommatorie ». Il primo, 
che chiameremo 1 , dal espressione generale di quaiunque termi- 
ne n s,m °; e l'altro, che chiameremo S, dà la somma di ri termi- 
ni, quando se ne conoscono alcuni dei primi. Cosi il termine ge- 
nerale della serie di secoud’ ordine 1 , fj, 2 1 , 5a, 1 o5,ec. è T n ! 

nM-«, perchè infatti posto n=n , =2, = 3 ,= 4 ,=r 5 ,ec. si han- 
no i termini i°. , a°., 3 °. ,4°., 5 °., ec.. dellaserie. Egualmente 5= 

n( a -3— ) & *1 termine soinmatorio d’ogai progressione a- 
ri tm et ira (367). 

3 Sf>, Cominciando frattanto dalla ricerca del termine gene- 
rale, si supponga a , a ,, , a 3 , ec. la serie data; saranno 

a,— a , n,—ra , , a\^-a, , a,— tu, «,_a 4 , ec. le 1‘. differenze 
«,—2 fl.+fl, «i— 2«H-n, , a,_2n,-(-n,, «,_2a ec . le 2<\ 

m— 3«,-t-3rt ,— a , a 4 _3ai-t-3n,— u,,a 5 — ,3fl|4-3ai—n,, ec. le 3*. 
a< lui-Hfiu. — 4a,-ha , « 5 — 4rt ( -f-6«i — , ec. le 4*. 

— SaH-IOai — 1l)a,-\-5a,—a , ec. le 5 e . 

chiamate d^, d t , d it d 4, ec, le prime fra le differenze pri- 
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me, sec«uide, terre, quarte, ec. avremo 

di =di — a 
d > — 2a t -\-a 

d\ =aj — — a 
=(i± — 4a-M-fct, — 4a, -\-a 
di ==as — 5<i4-HO<ij— <0a a -+-5ai — a 
ec. cc. ec. 

valori die potranno continuarsi quanto si vorrà. 


387 . In generale d^=a 9 — nut m 




-l)(m_2ì 


«„ a -4-ecj onde se la serie data sia quella delle potenze 0", 1", 2», 3“,ec., e per- 
ciò , a m (»i — <)*, «„ ,^r=(m — 2)", ec. , sarà d m ^=m m — m(m — 1)*H- 


m(m — t) 


(m — 2)* 


m(m — ()(m — 2) 


(m— 3)*-f- ec. E poiché nei casi partici». 


2 v ' 2. 3 v ' r * 

lari di m~l, =2, =3, ec. si ha di=l, di-- 1 .2, i/t— 1 .2.3, d,.=t .2.3.4, ec. e perciò 
d m — (.2.3. 4. ...ni, avremo dunque eguagliando le due espressioni m" — m(m — t)*-+- 
m(m — t) 

- (m — 2)* — ec. ^=1 .2.3.4. ...m. 

388. Ora sia m pari , e si sottragga dalla precedente l'equazione 1 — m-4- . . . 

m(m — t) m[m — I Mm — 2) , . 

— — — 2 -f-ec. -M=0|.220); si atra trasponendo 1 ultimo ter- 
mine, 4. 2. 3 — | — m^(m — 1)* — t ^ -+- m - / ” -^(m — 2)” — 1^ — 

m(m — IVm — 2)/ \ , 

^ j ( («i — 3)" — ( y+- ec. E se posto p numero primo sia »>=.... 

p—y, avremo 1.2. 3. .(j> — l)-H=lX^(p — 1^— (j> — l)^(p — 2)»-' — -+- 

^ ' ^ Q>— 3)a-'— 1^ — ec.; e poiché ciascun termine del secondo mem- 

bro ha un lattore multiplo di p (42); dunque se p é numero primo /’ espres- 
sione 1. 2. 3. 4.... (^s— I )— 4— 4 sarà multipla di p. Teorema assai noto di H' ilson. 
Ed ha egualmente luogo la proposizione inversa : poiché se p non é numero primo 
dovrà aver ilei lattori ira i numeri che precedono p — I; quindi il prodotto 1.2.3-.-X 
ip — I) dovrà esser tutto divisibile p erp; dunque non lo potrà essere quando gli 
venga aggiunta 1’ unità. Perciò se il prodotto 1.2.3 ...(p — 1) è divisibile per p , p 
non sarà primo ■ Queste due conclusioni porterebbero a iar direttamente conoscet e 
se un dato numero sia primo «no, qualora i calcoli a cui sottopongono non lusse- 
rò, diremo cosi, interminabili. Del resto, per avvertirlo qui di passaggio, non e- 
siste tic può esistere alcuna iormula la quale rappresenti esclusivamente i numeri 
primi. Se ne conoscono alcune per altro che molti ne danno, gli uni successivamen- 
te agli altri. La più celebre è a’-4-.r-f-4 I, dalla quale si hanno costantemente nume- 
ri di questo genere |xmendo a— ti, —.1 , I , ec. fitto ad a —4 1 

T. L F. vx 
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389 . I valori di d t , d,, di, ec. danno frattanto 

per il 2°. temi*. a,z=a-j-d, 
per il 3°. a»z=m-+-2d t -+-dt 

per il 4°. 

per il 5°. a^z=a-{-id l -\-6da-^- i idì-{~di 

per il 6°. 

espressioni nelle quali l’andamento della parte letterale è ma- 
nifesto; e quanto ai coefficienti numerici ben si vede che pro- 
cedono secondo quelli delle successive potenze del binomio a-^-b 
(a i 4 )»in modo che nel valore del 2 °. termine si riscontrano i coeffi- 
cienti della ì potenza, in quelli del 3°. i coefficienti della 2 *, 
in quelli del 4°-> 5°., 6 °., ec. i coefficienti della 3“., 4**> 5“., ec. 
Dunque nel valor cercato del termine n simo o generale , si a- 
vranno i coefficienti della potenza n — 1 , e perciò sarà T~a-\~ 


(n — 1 ) d r 


(, t _ l )( n _2) 


(n— t)(»i— 2)(«— 3) 


tì?3H“ CC ' 


2 * 2.3 

3go. Sia per esempio la serie 1 , 6 , 21 , 52, io5, ec. Co- 
struite le differenze , si troveranno di=5, d % =io, dh-=6, dn= 
o~di=d 6 ec. Quindi poiché a= 1 , sarà 7==i-+-5(n — 1 )— I— 
5 (« — i)(n — 2 )-» -{n — 1 )(ji — a)(n— 3)=n 3 — nH-nj e sen=io, 
avremo per decimo termine 910 . 

391 . Si riprendano adesso i valori di a , a t , a, , a 3 , ec, 
(38g), e si sommino paratamente i primi due^i primi tre, i pii- 
mi quattro. Troveremo per la somma 
dei primi due 2a+dt 

dei primi tre 3</-4"3ri,-h^* 

dei primi quattro 
dei primi cinque 

d’onde con un raziocinio analogo a quello ndoprato nello sta-, 
bilire il termine Generale T, concluderemo per il termine 
Sommatorie 5, ossia per la somma di n termini della serie propo- 


sta, - 


n(n — t) 


d t - 


n(n — t)(;t — 2) 


11 ( 71 — 1 X" — 2)(n. — 3) 


2 ‘ ‘ 2 3 * 2.3.4 

ec. Cosi per laseriedei numeri Naturali, ove <t=t, d,= i , d 

«(«— i) «’-+■» "(“"ti? _ p er 




o=r/ :i =ec. sarà 5— «H rv— = 


quella 


3 ce. amn ^ 2 2 

dei Triangolari, ove a=t, d l =2 x d t ^=\, iG— o, avremo .9= 

n(«-HX'H-2ì 


. ntn — OC' 1 — 2) n , _ N f R \" 

T}-\-n(ii — i)-t- j-j — — == - (nM-dn-Hi) 1/261)- 

e se n=io, avremo S~ 220 . 


2.3 
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392. Le differenze prime, seconde, ec, di una serie dell’ordine m, sono esse 
pure allreUante serie dell’ordine ni — i, m— 2, m — 3, ec. ; onde una serie qiiahm- 
que può sempre riguardarsi conte composta o delle differenze di un* altra serie d* 
un ordine immediatamento superiore, o delle somme successive dei termini d’una 
serie d’ordine immediatamente Inferiore, aumentale di una quantità costante , cioè 
del termine iniziale della serie proposta. Così la serie!5,65, 175 , 369 , 671, ec. del 
3°. ordine, nasce dalle differenze dell’ altra del 4°. 1, 16, 81, 256, 625Jec.j corno 
questa nasce all’ opposto dalle somme dei successivi termini della prima , tutte 
aumentate del termine iniziale 1, Ciò somministra dei nuovi mezzi per ottener l’ 
espressione già trovala (391) del termine Sommatorio. Sia infatti a , a , , a,, m , 
una data serie, che per comodo chiameremo/?, formala dallediffercnze di un’ al» 
tra serie, clic chiameremo A. Sia di più f il primo termine della serie A. È ma. 
nifesto : 1°. che dovendo questa aver per differenze prime a , a , , a , , ec., gli altri 
suoi termini dovranno essere f+a-4-a, , , oc.; 2‘*. che perciò 

il di lei termine iM-1 equivarrà visihilmeule alla cercata somma di « termini del. 
la proposta B aumentata di J'- 3°. che per avere il termine M-+-1 della serie A ba- 
sta sostituire J\ a , d, , d, , ee. ih luogo di a, di , d, , dì, ec. nel termine Gene* 
rnle della proposta B. Fatte dunque questesostìtuzioni > otolto j] avremo perla soni- 

«(»— t) «(n»-l)(«— 2) . . 

ma cercata ò^=ail-+- . 4H - d,-t-ec , preotsamente conte già 

2 2.3 


trovammo per altra via , , 

393. Se i valori di T ed S sì ordinino per », assumeranno le forme l’ uno di 
T^An m A-Bn ,, ’- , +Cn n ~'- 4-ec.,|’ altro di ec, c ilo- 

vran prenderai m-t-1 termini tanto in T quanto in S , m corrispondendo tome so- 
pra all’ordine della serie. Potremo anche far uso di quest’ espressioni indipenden- 
temente dalle precedenti ; ma allora converrà determinare i coefficienti A, B , C , 
ec; Ai, B,,C,, ec; il che riguardo ai primi si otterrà ponendo successi \ .unente 
«=1, =2, =3, ec, in 7\e respetti vamente eguagliando i nuovi rtsiiltamcnli al ter- 
mine plinto, seconda, terzo, ec. della serie proposta; cou che avremo tante equa- 
zioni di primo grado, quanti sono i coefficienti da determinarsi. E riguardo ai se- 
condi fatto dal pari ;=2, =3, ec. in S dovremo eguagliare il primo risulta- 

mento al primo termiue delia sorte, il secondo alla somma dei primi due, ti terzo 
a quella dei primi tre, ec. Del rimanente le nuove espressioni di .V o T, o sì ot- 
tengano io un itiodoo in un allru, servono evidentemente a rìso! ver pure quei quesiti 
nei quali 7" ed $ sou dal», e si cerca o il termine zt che ha il dato valore 7~, o il 
numero u dei tei mini uecessarj a produrre la somma S. E qui pure, quando « ri- 
sulti frazionario, avrà luogo l’ osservazione già latta al mtut“. 38U, 
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Combinazioni, Permutazioni, e principj del calcolò 
delle Probabilità 

3q4- Sieno a, b , c , ec. un numero m di quantità di cui 
si vogliano le combinazioni a due a due. Se non avrà luo- 

go che la combinazione unica ab. Se m=i oltre la preceden- 
te avranno luogo di più le due altre ac , bc. Se ra=4 si avran- 
no di più le tre ad, bd, cd. Se m— 5 si avranno di più le quat- 
tro ae, be, ce, de. Onde in generale qualunque siasi m , >1 nu- 
mero totale delle combinazioni sarà la somma di m — « termini 
della serie dei numeri naturali (3t)i ) 1 , a, 3, 4> ec. Poiché dunque 


n=m- 


sara 




m(m — 1) 


3g5. Delle stesse quantità si cerchino le combinazioni a 3, 
a 3. Se to= 3 avrà luogo la combinazione unica abc ; se m=4 
avranno luogo in oltre le tre abd, acd, bcd ; se wi=s=5 avremo 
di più le sei ohe, ace, ode, bce, bde, cde ; se m=6 avremo 
di più le dieci abf, acf, adf, aef, bc f, bdf,bef, cdf, cef, def. 
Così altre ì 5 si troveranno aver luogo se onde in gene- 

rale per qualunque valore di m il numero delle cercate combi- 
nazioni corrispoudorà alla somma di ni— -a termini della serie dei 
triangolari (3gi) i,3, 6 , 10 , 15 , ec. Poiché dunque n=m— 

avremo A= — — •• 

3q6. Nel modo stesso per le combinazioni a 4 a 4 • con 
jh= 4 si avrebbe uua combinazione, 4 P'Ù con m— 5 , io piu 
con m r =b, ao più con ed altre 35 coli w= 8. Quindi il 

numero totale sarà la somma di m-— -3 termiui della serie ì, 4> 
io, ao, 35, ec. Avendosi dunque a*=i, </i*=3, 3, ds 5 **» 


d 4 = o, ed n=m — |» troveremo ,S=? 
m(m — 


(m— - 


2.3 A 


=(ab‘i) 


g Bliera j e p er ] e combinazioni di m quan- 


tità o lettere ad n ad n av remo S= 


m(m— — »-H) 


2 . 3 ...» 


Per applicar queste formule a qualche esempio, si cer- 
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clii il numero degli ambi, dei temi, delle quaderne, e delle 
quintine nel giuoco del Lotto. Sarà m=e\o , e quindi per gli am- 

c 90.89 , e . . .' c 90.89.88 /0 

bi avremo ò= — - — =4oo5, P 61- 1 terni o = — — — — 1174 ”°* 

90. 89. 88. 87 

por le quaderne 5= — y 3 4 — =ab55 190 , per le quintine iS= 

90. 89.88.87.86 


2.3.4 

=4394f)268. 


23.4.5 

398. Il valor generale di S, nel modo cot quale lo abbiamo stabilito, non suppone 
che combinazioni di quantità o lettere tutte ira loro diverse. Se vogliamo dar cam- 
po anche alle combinazioni con replica, nelle quali cioè entrar possa ripetutamente 
e in tutti i possibili modi una quantità o lettera stessa, converrà calcolarne il nu- 
mero ed aggiungerlo a quello dell’ altre. A tal effetto osserveremo che con n=2, 
le nuove combinazioni non potranno essere che della forma aa,bb, ec., e in conse- 
guenza nè più nè menodi m.Conn.=3, le nuove combinazioni saranno in parte della 
torma aaa cioè con tre lettere identiche , e in parte della forma aab cioè con 
due lettere identiche ed una differente. Da ogni lettera ne avremo visibilmente 
una della prima specie, ed m — 4 , cioè quante le rimanenti lettere, della specie 
seconda ; dunque m in tutte , e quindi m‘ da tutte le m lettere insieme. Gin n=4 
si avranno combinazioni della forma aana cioè di quattro lettere identiche, della 
forma aaab cioè di tre lettere identiche ed una differente, della forma aabb 
cioè di due lettere identiche e di due parimente identiche ma diverte dalle due 
prime, e infine della forma aabc cioè di due lettere identiche e di due differenti. 
Og ni lettera ne darà manifestamente una della prima specie, m — 4 della seconda , 
(m— 4)(m— 2) 


altrettante della terza, ed 


della quarta , essendo chiaro rapporto a 


quelle di quest’ ultima specie, che debbono esser tante di numero, quante esser 
possono le combinazioni binarie delle iti— 4 lettere rimanenti,' riuniti dunque in- 
sieme tutti questi valori , troveremo — (m-f-4), numero delle nuove combinazioni 
a cui dà dunque parzialmente luogo ciascuna delle m lettere con n=4. Tutte insie- 
me ne darebbero dunque — (m-M) , se non accadesse che quelle della specie 
aabb, venisser date due volte, una cioè dalla prima delle due lettere, un’altra 
dalla seconda. Vi è dunque nel supposto numero totale un eccesso di — (m — 4), 
equivalente alla metà delle combinazioni della specie di cui parliamo, e che de- 
tratto lo riduce al suo vero valore — (m*- 4-4). Ora si chiami Si ciò che divien 5 


con faggiuola delle nuove combinazioni. Se ><=2, avremo A— 


m( i 


-+-mca.n 
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m( m-H ) . P 

->— 2 — — ; se n=3, avremo S,= — H»’= — ; se 

„ m(m— <)(«>—: 2 )(/ h _ 3 ) m f s 

i ic=4, avremo ■ ■ ■■ — — r -(/»’+ 0*= 

l. .1. 4 1 i. 3. 4 


onde in generale &=x 


m(//*-f-l)(/H-4-2)(//H-3) . . . 1) 


2. 3. 4 . ... ii 

399. Ritornando al primo valor di S 9 si supponga m diviso nelle due parti 
p f q in modo clic sia mz=:p-\-q , e per maggior chiarezza di ciò che siamo per di* 
re, si rappresentino con C mi p le combinazioni dell*? m lettere a p np y e con C mi q 


— 


, ove è fa» 


quelle a q a q. Avremo C M)} p= - ^ 3 

m(nì l) .... (ni — 7+0 v - s £ p un p er J’ altro questi valori, e quindi posto 

1.2. 3 . . . q 

tn—q in lungo di />, e m — p in luogo di q y avremo assai agevolmente 

C„p 1.2.3 p+i)(m~p+2) • - 

C^Ti. 2. 3 (m— 17) (m— q-H )(m — q-+-2) . . . (m— 2)(m*-l)m ! 

cile accorgersi che tanto il numeratore, quanto il denominatore del secondo mera» 
bro rappresentano i prodotti di tutti i numeri interi dall* unità fino ad m senza in- 
terruzione. Questi due termini son dunque eguali tra loro, onde C* jP ;= 

C m M y- e perciò le combinazioni di m lettere a p a p equivalgono in numero a 
quelle delle stesse m lettere ad m-~p ad ///• — p. Cosi se m=iO f poiché l0=8-+-2, 
r=rfi-t-4,:=?-t-3, cc., le combinazioni a 8 a 8 son le stesse iti numero che quelle 
a 2 a 2; quelle a 6 a 6 son le stesse clic quelle «4 al, ec. 

-100. Ciò la strada a determinare in quanti modi un numero m di oggetti , 
per esempio di carte da gioco, posson distribuirsi tra più persone in maniera che 

ec.; l’ ultima in fine tutte le ri- 


1 seconda 7t a , la terza n.* y 


la prima ne abbia n Jt 
influenti. .Supposte in principio due sole persone, le ti, carte da darsi alla prima po- 
tranno variare in tanti modi quante sono le combinazioni possibili a cui dan luo- 

r m(m— iXw— 2 )...(/h— w.-M) 

fio/»# cose prese ad il , ad n, : avremo rancio C_ „ ■ — 

61 ’ 1 *>" i. 2. 3. 4 . . . //, 

Ed altrettante diverse variazioni avremo per In secondo, poiché qui siamo nel caso 

contemplato di soprA di //!.=//, 

«Se le persone son ire, resterà fermo per la prima il numero di combinazioni 

-'«a », » P c, ‘ seconda e terza avremo . . . . t 

(m — « 1 — -2) {/w— //,*— w 2 - f-1) 

- * 1. 2. 3 . . . . . * 

ih carte alla prima, non ne restano che /«— n, per le altre due. Frattanto ò cliiavo 
die per ogni diversa coiu)>i nazione di carte, che ha luogo per la prima persona s 
nasce una variazione nella qualità delle carte /71— « 1 che restano per le aUre due. 
Per aver dunque (ulte quante le possibili combinazioni cercale, dovremo moltipli- 
care fi a loro C ttl Hì e c quindi il loro numero sarà dato da . 


c m 


poiché «late 


Digitized by Google 



1 83 


m(m — 4) . . . (m — »t-H)X("> — n,X m — ». — 4)...,(m — n ‘ — »«-M) 

— — . . .. ( epm scmpli- 

4. 2. 3 . . . », X 4. 2. 3 », 

m(m — 4)(»» — 2 )..(/» — »,-//,-H) 

cementeda .Conio stesso ragionamento si troverà 

4. 2. 3 ... », X 4. 2. 3 ... », h 

.. .. m(m — 4)(m_- 2) ... (m — », — n, — m-H) „ , 

per il caso di quattro persone , ec. Cosi 

4.2. 3 ...», X C2. 3 ... ». X 1-2.3 ...»* 

nel gioco dei quadri plinti , in cui 40 carte son distribuite a 40 a tOaciascuno dei 

quattro giocatori , avremo m— 40, »,=R,=:ni=40, ed il numero cercato sari 

40. 39. 38 .... 41 

^ ^ i~0y~' ^ *** < t ue ^° delle minchiate, in cui le carte sono 97 , e se ne di- 

stribuiscono 24 a tre giocatori, e 34 al quarto, le cercate combinazioni saranno ... 
97. 96.95.. ..33 

— ■ ^ ^ 24)'’ numcro C081 ettorme i c ^ e •> perderà forse adatto l’idea stessa e forse 

ancor la memoria del gioco , prima cbe sia interamente esaurito. 


4oi. Col metodo ndoprato per le combinazioni si perver- 
rebbe egualmente a determinare il numero di tutte le permuta- 
zioni o modi diversi, iti cui posson disporsi le predette m quan- 
tici a due a due, a tre a tre, a quattro a quattro, ec. Ma vi si 
giungerà più ancor prontamente riflettendo, che ogni combi- 
nazione binaria della forma ab non può permutarsi che in ba; 
onde le permutazioni binarie saranno doppie delle semplici com- 
binazioni, e perciò eguali ad m(m — t) ; che ogni combinazio- 
ne; ternaria della forma abe dà luogo alle 6 permutazioni abe, 
bue, bea, acb, cab, eba, onde il numero di queste permutazio- 
ni sarà 6 volle maggiore di quello delle corrispondenti combi- 
nazioni , cioè m(jn — ì )(m — a). Così ogni combinazione della for- 
ma abeti dà luogo a permutazioni j il cui numero totale sa- 
rà dunque m(m — i )(m — a)(wi — i). D’onde si deduce che es- 
sendo m le quantità, ed n il numero di quelle che debbono a- 
ver luogo in ogni combinazione, le permutazioni saranno .... 
m{nt — i)(m — >)(m — — n-f-i). 

402. .Si può scendere a questa formula in una maniera ancor piò diretta. Si rap- 
presenti con P m B il numerò totale delle permutazioni die posson formar» i con m 
lettere prese ad n ad il. E chiaro clic fra queste ve ne sarà un numero . . . 

P M J m , con 1* iniziale a , tante cioè quante se ne posson formare con le rimanenti 

tu — 1 lettere collocandone in ciascuno n — 1. Altrettante ve ue saranno con l’ini- 


ziale b y altrettante con 1’ iniziale c , ec., di modo che le lettere essendo in tutte ni t 
il numero totale dei tei mini rappresentati da P m » u potrà anche \enil c espresso da 
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mP m ìfU , . Sarà dunque del pari P m , n , =(m— f ) P m 2 9 2 ; P m a 

=(m — 2) P m ec. , ed in fine P m j ^ ì rrra — m-M , essendo mani lesto 

quanto all’ ultima equazione che m — n-f- 1 lettere collocale isolatamente non dan 
luogo che ad m — n~M disposizioni. Or se si sostituiscano gli uni negli altri questi 
valori, oppure se si moltiplichino insieme membro per membro tutte queste equa- 
zioni, e quindi si tolgano i fattori comuni, troveremo P mf ^=m{rn — f)(m — 2) 
(m— 3) .... (m— , precisamente come sopra. 

403. Si avverta 1°. che in questi computi si è supposto ft<#n. Che se losse 
n>m varrebbero le stesse formule, cangialo m in n, ed/t in m. E in fatti chiaro 
che tanto è, per esempio , cercare in quanti modi possou collocarsi 8 persone in 
20 differenti posti, come il cercare in quanti modi 20 posti possono assegnarsi a 
8 persone. Onde se non si voglia introdur cangiamento nella formala, basterà chia- 
mare n il minore dei due numeri del quesito, m il maggiore. 

2°. Se voglian considerarsi anche le permutazioni con replica , ragionando 
come si è faUo per le combinazioni (398), troveremo che con «= 2, il valor pre- 
cedente di P 9j0 deve aumentarsi soltanto di m. Con n= 3, ognuna delle m lettere 
porterà l’ aggiunta di un termine in iorza della combinazione atta (iW) , e di 

3(m 1) termini in fona delle m — l combinazioni della forma aab , eia* cuna delle 

quali dà luogo alle tre permutazioni della forma aab , alni , bini; in tutto dunque con 
w=3 ogni lettera introdurrà 3/n — 2 termini, e tutte insieme le m lettere nc introdur- 
ranno /n(3m — 2). Con n=4 t ogni combinazione della forma nana darà luogo all’ 
aggiunta di un termine per ciascuna lettera ; le ///*— 4 combinazioni della forma 
aaab , ciascuna delle quali si permuta nelle quattro maniere mutò, fiaba, alma, ìniaa, 
aggiungeranno 4(m — f) termini per ogni lettera; le m — i combinazioni della for- 
ma aabb , ciascuna delle quali dà luogo alle sei permutazioni aabb , bòtta, abab , 
boba , baab, alba, portei anno Paggi unta di 6(m — f) permutazioni per ogni due let- 
tere a, b f che pozson dunque computarsi 3(m — t) per ciascuna delle due; infine le 


combinazioni 




della forma aabe , ciascuna delle quali si pcmiula in 


42 diversi modi, daran luogo all’ aggiunta di 6(/»i — l)(m — 2) lermiiii; in tutto 
dunque, con //=4 , ogni lettera aggiungerà f~f-(/z? — f)(6/w— 5) termini, e prese 
insieme ne aggiungeranno m(f-f*(/« — f)(6m— -5)). Computate perciò le permuta- 
zioni con replica, avremo P m , 2 =m(nt — 1 )-+-m=/n* ; P M .y=m(ni — t)(m— 2)-f- 
m(3m — 2 )=«i^/ , Bj1 =:«i(wì — t )(//< — 2)(/n — 3)-f-/«(f -+-(//i — 1 )(6/n— -5 ))=iii* ; on- 
de in generale P =un 9 . 

404. Se si rifletta al modo con cui pei via di moltiplicazione si giunge ad ot- 
tenere la )>oleiiza del polinomio ec. -4-o m , si rileverà facilmente 

4°. che gli esponenti di ciascun termine del risiiltamanto finale provengono da som- 
me degli esponenti di ciascun termine del polinomio dato, presi a due a due se 
/fc=2, a tre a tre se ridice., comprese le repliche e tulle le possibili permutazioni; 
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2*. che i coefficienti numerici indicando di lor natura la riunione di termini si- 
mili, mostrano nel caso nostro quante volle le somme dei suddetti esponenti pri- 
mitivi, fatte in tutti gl’ indicati possibili modi, son risultate identiche. Cosi il tri- 
nomio a-Hx a -f-a 5 elevato a quadrato, dando a a -H2a 1 -+-3uM-2a 5 *+-<* 6 f fa vedere 
che se, formale tulle le 9 permutazioni binarie con replica dei tre numeri 4,2,3 
(403.2°), si sommino Ira loro i numeri componenti ciascuna coppia, avremo cinque 
soie differenti somme, cioè 2, 3, 4, 5, 6, la prima e l’ultima delle quali risul- 
teranno una sola volta, la seconda e quatta risulteranno due volte, cioè verran date 
da due coppie differenti , e tre volte risulterà la terza. Infatti il 2 e il 6 si hanno 
sommando con se stessi 1’ 4 e il 3; il 3 sommando l’ 4 col 2, il 2 coll’ 4 ; il 5 som- 
mando il 3 col 2, il 2 col 3; e il 4, sommando il 2 con se stesso, il 3 con l’4,l’4 col 3. 

405. Giova quest’ osservazione a risolvere lutti i quesiti relativi alle diverse 

combinazioni di punti che posson farsi con due o piti dadi, e un’infinità d’altri 
di consimil natura che facilmente possono in quelli tradursi. Cerchisi in quanti dif- 
ferenti modi può risultare ciascuno degli undici punti che posson farsi gettan- 
do due dadi. Si eleverà a quadrato il seslinomio e dietro 

gli esposti principj troveremo che il 2 e il 42 risultano in un sol modo, il 3 el’ 4 4 
iti due, il 4 e il 40 in tre, il 5 e il 9 in quattro, il 6 e 1’ 8 in cinque , il 7 in 6 ; 
onde il 7 esser dovrebbe il tiro il piu frequente, supposta esatta la costruzione 
del dado , e la materia omogeuea , in modo che il peso non preponderi più da una 
parte che dall’ altra , nè polli a scuoprir più 1’ una che l’ altra faccia. Quanto poi 
al numero totale delle diverse maniere con cui i punti di un dado posson combi- 
narsi con quelli di un altro sarà (403.2°) 6*=36. Si suppongan tre dadi e sirisolva 
lo stesso quesito. Eleveremo a cubo il sestinomio che sopra; con che troveremo 
poter farsi il 3 e il 48 in un sol modo, il 4 e il 47 in tre , il 5 c il 46 in sei , il 6 
e il 45 in dieci, il 7 e il 44 in quindici , l’ 8 e il 43 in ventuno , il 9 e il 4 2 in 
veuliciuque, il 4 0 e 1’ 4 4 in 27 ; e per totale delle permutazioni avremo 6\=246. 

406. Abbiasi i > =(4-4-u)(4-H* > )(4-4-a 4 )(4-+*« 8 )ec.=:(433)4-f-^-f-« :, -f-^-H* i -4- 
<x 5 -Hi 6 -4- ec. In questo prodotto gli espouentidi ciascuna potenza, che si estendono 
a tutti i numeri interi , son termini o somme di termini spettanti alla progressione 
geometrica 4, 2, 4, 8, 46,ec., e di più niun termine ha altro coefficiente che l’uni- 
tà ; d’onde l’ importante conseguenza, che qualunque numero intero può lormarsi 
per via d’addizione con i diversi termini della progressione 4,2,4, 8, 46, ec. , e 
ciò in una sola maniera. In tal modo coi pesi d’ 4, 2, 4, 8, 46, ec. libbre oppor- 
tunamente combinati , si giunge a contrappcsare un numero qualunque di libbre. 

407. La maggior parte di queste ricerche scrvon di base al calcolo delle pro- 
babilità , di cui daremo qui i primi principj e le più semplici applicazioni, riser- 
bandoci a tornare in più opportuno luogo sullo stesso argomento. Si chiama pro- 
babile un futuro avvenimento, allorché non possiamo giudicarlo né assolutamen- 
te certo né assolutamente impossibile. Ciò accade ogni qualvolta tra un dato nuuie- 
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to di casi possibili «lori si conoscono còme favorevoli, altri come contrarj all*- av- 
venimento in questione, senza che niente dall* .litro canto ci assicuri se questi pre- 
varranno su quelli) o quelli su qnesti. Si concepisce per altro assai bene che quan- 
to in un dato numero di casi possibili sarà maggiore il numero dei favorevoli, Lanto 
più la probabilità del presunto avvenimento aoderà crescendo in valore, e tanto 
più si accosterà alla certezza, coti la quale infine verrebbe totalmente a Confondersi 
qualora il numero dei casi favorevoli eguagliasse quello dei casi possibili. La pro- 
babilità e la certezza hanno dunque fra loro lo 6tesso rapporto che il numero dei ca- 
si favorevoli ha con quello dei possibili ;e la certezza è il limite superiore della pro- 
babilità, come il numero dei casi possibili è il limite dei favorevoli. Presa dunque 
In certezza come unità di misura, e chiamata n la probabilità, /♦’il numero dei 

F 

casi favorevoli , P quello dei possibili , avremo 7T : i :: F: P, e quindi zr=r ~ ; 

cioè, si ottiene il. Valore della probabilità di un avvenimento , dividendo per il 
numero di tutti i casi possibili quello dei Javorewoli. Determinato perciò con al- 
cuno dei metodi precedenti l’un numero e l’altro , saremo in grado di conoscere 
qual lusinga può esservi che lo sperato avvenimento sia o no per accadere. Cosi vo- 
lendo sapere qual probabilità vi sia di vincere un ambo con cinque numeri giuocali 
al lotto, si porrà m= s5 nella formula delle combinazioni binarie(394), onde avete 
il numero degli ambi che possono ottenersi con cinque numeri, e che troveremo 
esser dieci, ciascun dei quali, se estratto venisse, darebbe luogo alla vincila. Poi- 
ché dunque il numero totale degli ambi è 4005 (397), la probabilità della vincita 


. _ 10 i 

ara dunque , cioè un poco meno di della certezza. Nel modo stesso per 


6 1 

le probabilità di far pariglia in un sol tiro di dadi troveremo — - ovvero — , perchè 

36 6 

le pariglieson 6, e i lindi due dadi posson permutarsi in 36 maniere (405); per quei* 

3 \ 

la di far quattro punti al primo tiro, troveremo ossia -j-j , perchè ili tre soli 

modi avviene di poter farquattro con due dadi (ivi). " 

408. Insieme con la probabilità tt favorevole all’avvenimento , ba sempre luo* 
go la probabilità contraria, che rappresenteremo con n t ;e poiché a questa son ma* 
nifestamente favorevoli i casi contrarj all’altra, cosi come per quella si ebbe 7T= 

F . t C s 

*p y si avra per questa rt l = — , inteso per C il numero dei casi contrarj; d’ou- 

F+C 

de i°. li : ?ti :1 Fi C; 2°. 7r-4-Tr 1 = — — — =1 , essendo chiaro che i casi favo* 

revoli ed i contrarj formano nell’ ipotesi nostra tutti i casi possibili; 3° 7 tasi — 7r,, 
e — ir , cioè l’una delle due probabilità è ciò che mauca all’altra per giun- 

gere alia certezza j 4°. se F=C sarà 7t^ir l szj , cioè eguagliandosi il numero «lei 
Casi favorevoli e dei contrarj , le due probabilità equivalgono alla metà della cortei- 1 
za , ecoslituiscouo il dubbio , punto di mezzo tra la certezza e l’ impossibilità; 
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409. Le due probabilità it, it, son quelle che regolar debbono 1* speranza « il 
timore dei due giocatori i quali scommettono l’ uno in favore , 1’ altro contro l’ e* 
vento. Perchè la scommessa sia equa conviene che le somme stipulate dall’ una 
parte e dall’altra sieno nella ragione di ir t Tri e per conseguenza di Fi C (408) ; 
c soltanto nel caso di egual probabilità, o di Ir= {■ , potranno essere eguali. 

410. Frequentemente addiviene che la scommessa cada sopra due o più avve* 
uimenti , ano almeno dei quali debba per patto aver luogo. In tal caso la probabi- 
lità totale corrisponde alla somma delle probabilità parziali che favoriscono ciascu- 
no degli avvenimenti. Cosi se alcuno si proponga di fare o quattro o sette al primo 


3 I gl 

colpo di dadi , avrà —7 ossia ■*-- di probabilità per il primo numero, ; — ovvero — 

36 12 36 6 

3 { 3 

per il secondo (405), in tutto — ovvero — ; la probabilità contraria sarà dunque-* 


(408), e quindi la perdita tre volte più probabile della vincita. 

41 f.La probabilità di cui abbiamo fin qui parlato si chiama semplice ed anche 
assoluta , in quanto che suppone che debba necessariamente accadere o 1* evento 
sperato o il suo contrario. Spesso però l’ espcltativa sia dell’uno che dell’altro 
è soltanto probabile , e non solo siamo incerti se accadcrà 1’ uno piuttosto 
che l’altro, ma neppure può sapersi se uno qualunque dei due sia infallibilmente 
per accadere. La probabilità di ottenere l’intento, e ottenerlo in favore, prende 
allora il nome di probabilità composta o secondaria ; ed è poi chiaro che tanto più 
cresce o scema di valore, quanto maggiori o minori sono le due distinte probabi- 
lità, che cioè 1’ evento succeda , e che succeda in favore: sta dunque in ragion com- 
posta di queste due parziali probabilità, e quindi equivale al prodotto dell’una per 1’ 
altra. Infatti se l’avvenimento certo i da luogo alla probabilità 7r, l’avvenimento prò* 
habile7Tt daràx=7r7Ti. Per darne un semplicissimo esempio, voglia calcolarsi la 
probabilità d’estrarre da un mazzo ordinario e coperto di 40 carte una delle tre fi- 
gure di fiori* È in primo luogo necessario che la carta da estrarsi sia una figura, 


per il quale evento milita manifestamente una probabilità del valore di 


12 

40* 


ossia 


di — } occorre di più che tra le dodici figure quella da estrarsi sia una delle tre 

3 4 

del seme assegnato, evento che ha ossia j di probabilità. La cercata probabi- 


lità sarà dunque del valore di - — X — ossia di Si osservi che Io stesso que- 
^ 40 4 40 n 

silo poteva pure risolversi coi principi della probabilità assoluta , considerando le 

ire figure di fiori, non precisamente come figure, ma come tre carte determinate, 

unii qualunque delle quali si tratta di estrarre di mezzo a tutte le quaranta : nel qual 

3 

caso è visibile che la probabilità corrisponde in vaiorea ^ (407), come sopra. 
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412. Ammesto frattanto come evidente 1’ esposto principio, si supponga che 
resti convenuto per patto di ripetere il numero delle prove; come nel caso che al- 
cuno prenda a lare un determinato punto con due o più dadi in n colpi. E chia- 
ro che la probabilità anderà crescendo a misura che crescerà il numero delle pro- 
ve pattuite. Per valutarla si suppongano in primo luogo due prove soltanto. La pro- 
babilità richiesta si compone qui manifestamente di due parti, o di due parziali 
« distinte probabilità, quella cioè di vincere alla prima prova, e quella di vincere 

F 

alla seconda. La prima è assoluta, ed espressa al solito da — ; l’altra diviene as- 

F 

voluta dopo il primo tiro, e vale allora conte la prima p ; ma precedentemente è 
secondaria , perchè dipende dal caso che vi è di perdita al primo tiro , per il qua- 

C 

la evento sussiste la probabilità ^ (408). Dunque in principio di gioco non vale che 

F C .... , , F F C 

]> * J,> e unlU a ‘“ punta forma la probabilità totale cercala 7T— — — X jf— 

Fi P i Q P‘ C* 

— , ossia per essere Fz=P—C, 7T= — — — . Si suppongan tre prove. Alle due 

probabilità precedenti si unirà quella di vincere al terzo tiro, la quale dopo il se- 

F 

condo varrebbe al solito — ; ma in principio di gioco , dipendendo dai due casi (li 

perdila c al primo e al secondo tiro , non può valutarsi che p Xp X e in ta- 
le stalo unita alle due prime darà per la probabilità totale cercata al principio del 

P'—C‘ FC‘ P'-CP+CCP-C) P'—C' 


gioco rra= 


P‘~~*~ />’ 


P’ 


P J 


Cosi , supposte 

P‘_C* . , p«_o 

quattro prove, si troverebbe ir— - — , e in generale supposte n prove ’ K=z —"'p M - 

Vogliasi per esempio la probabilità di far 6 con due dadi in tre tiri. Avremo (407) 
P— 36 , c poiché 6 può iarsi con due dadi in soli cinque modi (405), e perciò 
dei 36 casi possibili, 31 non contrari a questo tiro, sarà Cz= 31, e quindi 
36’— 31’ 16865 , 

■ , frazione che i noti metodi (HO) riducono al valore di 


36' 


46656 


. 4 .. 13 . , ,.1 

circa — , o piu prossimamente a ^ , cioè poco piu d - . 

413. Da questa formula abbiamo il modo di determinare il numero n dei ti- 
ri da pattuirsi, perchè l’una el’ altra parte interessata possa equamente scommet- 
tere somma eguale. La probabilità delle due parti dovendo in quest’ ipotesi essere 

1 P*—C» 1 

- (409) , avremo — - za— , d’ onde P”=2C*, ed applicati i logaritmi il— .. 

2 P n 2 

L2 


I.P-LC 


Così se per esempio si tratti di far pariglia con due dadi , avremo 


„ 0,3010300 

36, C— 30, e quindi «— - . — - — 3, 8 circa; d nude apparisce che il mime- 

U,(J/ Digli 
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ro dei tiri deve porterai a non più di quattro, nè a meno di tre. Nel primo raso ha 
un piccolissimo vantaggio il giocatore, nel secondo ne ha uno alquanto più gran- 
de l'avversario. Se poi si trattasse di dover fare una qualche pariglia determinata, 
come sarebbe una quintina o una sena, si avrebbe allora C— 3 5 , e si troverebbe 
*=24, 6; dovrebber dunque stipularsi non meno di 24 tiri, nè più di 25, conclu- 
sione che iu in altri tempi soggetto di grave contesa sostenuta da Pascal contro Miri. 

414. Voglia adesso conoscersi la probabilità di fare n volte di seguito lo stes- 
so tiro. E chiaro 1°. che tanto perii primo gettar di dadi, quanto per ciascuno dei 

F 

aegueuti si ha costantemente in favore del tiro la probabilità assoluta — ; 2°. che 
il tiro non può aver luogo una seconda volta, se non abbia già avuto luogo la pri- 

F F F* 

ma; quindi la probabilitàdi conseguirlo due voltedi seguito sarà (4(2) — X • 

Egualmente non può aver luogo una lena volta, se non abbia già avuto luogo nelle 

F* 

due precedenti ; la probabilità dunque di olteuerlo tre volle di seguito sarà — X 

F F* F* 

p = — , e in generale sarà 7!=-^- la cercata probabilità per n volte successive. 

v • , 6 v 4 

Coaì per far pariglia tre volte avremo la probabilità ^ — j == 'JT(> * 

415. Analoghi al precedente quesito, e quindi in egual modo solubili sono i 
due seguenti. 1°. Supposte in un’urna m palle bianche, ed mi d’altri comunque 
diversi colori , determinar la probabilità d* estrarre n palle bianche prima d’ alcu- 
na di qualunque altro coloro ; 2°. da un inalzo di carte estrarre /< volte di seguito 
una figura, con 1’ espressa condizione sì nell’ un caso che nell’ altro che la palla o 
la carta estratta debba ogui volta riporsi quella uell’urna, questa nel mazzo. Tra- 

( ni \n 

— ) , e per 
ra+ait / 

K i ‘À n 

— \ =0,3*. Così posto nel primo m=lO , m,=90, e in ambe* 
40/ 

due h= 3, la probabilità d'estrarre tre volte di seguilo la palla bianca dall’urna sarà 
ir=0, 00 1, e quella di estrarre tre volte figura dal marzo sarà tt=0,027. 

416. Ma queste due probabilità scemerebbero alquanto, e la formula stessa ver* 
rebbe notabilmente a variare, se nè le palle estratte si ri|K>i>essero nell’urna, nè le 
carte nel mazzo. .Supposto in generale P il numero delle palle, <> delle carte , F il 
numero di quelle della specie da estrani, ed li il uumero convenuto d’estrazioni 

F 

successive , la probabilità per la prima estrazione resterebbe conte innanzi — - ; 
ma quelle in favore della seconda , della terza, dell’ diverrebbero niamtesU- 

F—i F—'l F—iH-ì , 


P — i ’ l‘—i ’ ' P — «-M 


Quindi il valor piecedente di 7r si cangereh- 
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be in ir= — , 


2) . . . (f— n-t-O 


, e nei due proposti casi particolari si 


P(P^<)(P_ 2) . . (P-n-H) 

,, <0.9.8 2 .... <2.<<.<0 <1 

avrebbe 7r=s , — — < per il < . quesito, e 7r= - = — - per il 2". 

<00.99.98 2695 * ‘ ’ 40.39.38 49 4 1 

4<7. Che se il gioco fosse limitato alla condizione di cavare una sola palla Inau- 
ra dall’urna, o una sola figura dal mazzo in n estrazioni , il che coinciderebbe coi 
cavar tutte insieme dall' Urna n palle, tra le quali dovesse per patto esservene una 
bianca , o n carte dal mazzo tra le quali dovesse essere una figura , la via più spe- 
dita sarà di calcolar la probabilità contraria, quella cioè di non estrarre per u volte 
nè palla bianca dall’urna, nè figura dal mazzo, e quindi concluder la probabilità 
favorevole mediante l’equazione 77^1 — 7 Ti( 408 ).Qia il metodo precedente dà 7r,^s 

C(C-~1XCr-J) .,.(CUn-H) . , C(C— <)(C— 2)...(C— 

P(P_()(P_2) . ..(P_,1-H) 1 M ” du “ que * <)(P — 2)..(P-n-<-4). 

Mei primo quesito si ha P— f 00, Cc=90 ; nel secondo P=r40, C— 28; se dunque 

90 . 89 . 88 67 


0=3, avremo per quello jr=<- 

28 . 27 . 26 < 27 

40 . 39 . 38 '"<90' ' 


<00 .99.98 


245 


, e per 1’ altro tt=<-» 


Serie Algebriche. Metodo dei Coefficienti indeterminati 

p 

4i8. Data una frazione qualunque —, in cui o Q sol- 
tanto, oP e Q insieme sieno funzioni poliuomie dia; (i/(5), se si 
effettui la divisione di P per Q ( ì 6c>) , o se una qualunque fun- 
zione polinoinia ©(or) di x ordinata per x si alzi a potenza in- 
tera o frazionaria, si otterranno sempre delle espressioni in for- 
ma di serie , cui daremo il nome di serie algebriche , come chia- 
meremo funzioni derivatrici quelle, dalle quali le serie son pro- 
venute, Queste serie sono finite e infinite , convergenti e diver- 
genti nei casi che già notammo (38 1 ), e sono in oltre ascen- 
denti o discendenti, secondo che le potenze dell’ a: per cui lo 
supponiamo ordinate vanno o tutte crescendo o tutte diminuendo. 
De principali operazioni che le riguardano sono ì*. avuta una 
funzione derivatrice svolgerla in serie; 2 *. data la serie sommar- 
la , o tutta o in parte; 3*. trovarne il termine generale. Qui 
non ci occuperemo specialmente che della prima, la quale insie- 
me è di tutte la piu importante. 


* 9 * 

4*9' regole date per la divisione, e l’applicazione del* 
la regola del biuomio bastar potrebbero nei più dei casi a svoK 
gere in serie algebrica una data funzione. Ma per ogni riguan 
do si troverà quasi sempre preferibile il seguente metodo dei 
coefficienti indeterminati, sia per la sua generalità, sia per la 
prontezza con cui nei casi anche più complicati conduce all’ in* 
tento, sia infine pel rigore dei suoi principj , la formula stessa 
del binomio abbisognandone , siccome vedremo , per essere pie, 
namente dimostrata. 

4 ao. Oggetto generale di questo metodo è di cangiare una 
data espressione algebrica in un’altra equivalente, ma di forma 
diversa ed assegnata, purché non ripugnante alla natura dell’e- 
spressione proposta. Nei più dei casi la forma di cui parliamo è 
appunto quella di una serie, i cui termini procedono ordiuati se-, 
condo le potenze successive o saltuarie , positive o negative di 
una delle quantità dominanti nell’ espressione. Il metodo vi giun-, 
ge per diverse vie, secondo le differenti qualità dell’espressioi 
ne data ; ma il principio d’ onde si parte , e lo spirito che mani 
tiene è in ogni caso lo stesso. Pochi esempi bastano per darne 
una chiara idea, e renderne familiare l’applicazione e il maneggio, 

hi t. Sia il rotto -Jt — , e voglia ridursi in serie ordinata 
p- t-* ° 

per le successive potenze di x. Ciò ben facilmente si otterrebbe 
come abbiamo detto, con la semplice divisione (169), la qua-, 

le dà = - - — — - 4 - —r — ?ec, : ma per far uso del nuovo me, 

M~ x P P' p 

lodo si supponga j 4 -\-Bx-ì-Cx z -\-Dx*-+-éc- la serie cercata. Sai 
rà dunque — — ^A-^-Bx- s rCx i -{-dìx^- l r<x,. e tutto si ridurrà 

a stabilire i valori dovuti alle indeterminate A, B, C, £K ee. Oi 
ra è importante osservare i°. che est endo A, B, C, ec. le vere 
0 sole incognite della supposta equazione, la sussistenza di quei 
sta non dipenderà che dal valore opportuno da darsi a quelle 
(a-z8).; e niente dal valore di x, che non essendo qui vincolato 
da condizione veruna, dee potersi supporre qualunque: a a . che 
le predelle indeterminate facendo la parte di semplici coef- 
ficienti , dovranno riguardarsi conte allatto distinte da x, nò quei 
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tta quantità potrà in alcun modo supporsi implicata nei loro va- 
K>ri ; diversamente la serie nou sarebbe ben ordinata per x, con- 
tro il supposto. 3°. E perciò qualunque cangiamento si faccia 
subire ad x nell’un membro e nell’altro dell* equazione, quei 
coellicieuti si manterranno invariabili, non potendo risentir l’el- 
fetto della variazione di una quantità , che non è in alcun di lo- 
ro compresa. Così se x si cangi in nx, o in y, o in j — z, avre- 
mo — — =A-\-nBx-\-ri i Cx' l -\-rPD 2 ?-\-ec . , - 7 - 
p-\-nx l hJ ry 

Cy 2 -\-Dy 3 -+-e c. -A-r-B(y — z)-+-(7(j- — z) J - 4 -ec. , e i 

coefficienti A,B,C, D, ec. saranno in tutte quante queste equazio- 
ni gli stessi. 

4*a. Ciò premesso, e ripresa la supposta equazione , se nc 
moltiplichi il secondo membro per il denominatore del primo, 
e quindi vi si trasporti il numeratore ; avremo 

b=Ap+-Bpx+Cpx'-\-Dpx y +Epx<->r*c. 

— -\-Ax -+-Bx‘ -t-Cx’ -t -Dx* -t-ec. 

equazione che dovendo sussistere indipendentemente da qualun- 
que valore di x, dovrò dunque aver luogo anche con x—o. Ma al- 
lora dà o—Ap — 9 , dunque nel caso di jc=o , e perciò costan- 
temente ed in ogni altro caso, la prima colonna è zero, osi an- 
nulla da se medesima. Potremo dunque toglierla impunemente 
dall’equazione, la quale allora divieti tutta divisibile persesi 
cangia nell’altra 

6=zBp+Cpx-+-Epx’-ì-Epx'-k-ec. 

-\-A -+-Bx +Cx' -+-Z>x'-+-ec. 

e questa pure comecché in tutto ideutica alla precedente dovrò 
in egual modo che quella aver luogo auche nel caso di x=o ; 
e come allora si ha o=Bp-\-A, dunque anche la seconda co- 
lonna si annulla da se medesima. Così troveremo che da se stes- 
se si annullano tutte le susseguenti. Avremo perciò 1’ equazio- 
ni i*. Ap — 9 =o, a*. Bp-\-A=o , 3*. Cp-\-B=o, 4*. Dp-\~ 
C«=o, ec. che saranno tante di numero quante le colonne, cioè 
quanti sono i coefficieuti indeterminati , i quali potranno per tal 

via tutti determinarsi. Infatti la i\ dà A = 


Google 


D ==* — - = — -,ec.,va- 


— — — 2-: la 3*. C -.=— la 4* 

f p *’ ^ P 

lori che sostituiti nell' equazione primitiva danno — 

9f 

P' 


ig3 

C 

P P“ 

? ? 


yx’ 9>X 5 


ec. , precisamente come avremmo ottenuto col 

mezzo della divisione. Ecco un nuovo esempio. 

423. Sia da ridursi in serie ordinata perle potenze di x il 

rotto . Porrò - =A-\-Bx-\-Cx^-\-Dx i -\~ 

a’-+-2ax x <i a -+-2ax— x* 

ec. $ e operando come nel precedente esempio avrò 

0=^a , -f-fi« a x+Ca’x 1 -+-Zt« ! 'x 1 +jE’a , x<-)-ec. 

—a? -(-2^ax+2Bax > +2Cax 1 +2Z2ax<-f-ec. 

— <^x a — ì)x 1 ' — Gx i — ec. 

e quindi P equazioni A — 1 = 0 , Ba-ìriA=o , Ca 2 -t-9.Ba — 

sf**=o , Da^—r-iCa — B—o, Ea^-^iDa — C—o, ec. d’onde i va- 

95 42 29 

hciA=i, jB= — C'== — , D =—^ , £==-, ec. e perciò 

rt* 2x 5x a 4 2x 3 

x* 1 « <* a 

424. Le due serie che abbiamo ottenute, e generalmente tutte quelle che na- 
scono dalle frazioni razionali si chiamano ricorrenti , perchè determinati i primi 
coefficienti, gli altri si hauuo con un calcolo uniformemente ripetuto, e ricorrendo 
a quelli dai quali son preceduti. Così nel secondo esempio i due primi A } B si de- 
terminano coll’ equazioni a* A — 0, a*l?+2c^=0: riguardo agli altri C, D t h 9 

f _ — 2B A 

ec. si ha C= 1 , 


a 3 

29x* 

"a*" 


a* 

ec. 


— 2C B ^ — 2D C ^ , 

— ] , Kz= — H , ec. Ora le quanti - 

a a* a a' a a* 

2 4 .... r> 

tà costanti •— — ,da! cui prodotto nei respettivi coefficienti B y A, ovvero 

a a* 

B , ovvero D, C, ec. che precedono nasce ciascun coefficiente C, D , E, ec.,si chia- 
mano scala di relazione', ed è facile osservare 4°. che la scala di relazione è 
1 ormata dai coefficienti che ha x nel denominatore ordinalo del rotto proposto o 
genitore , presi con segni contrarj c divisi per il termine costante o con x a zero ; 
2°. che per avere il coefficiente di un nuovo termiue della serie bisogna moltipli- 
car l’ultimo già trovato per il primo termine della scala di relazione, il penultimo 

4-HM-z* 

per il secondo ec.e far la somma di tutto. Così il rotto ; , nel cui de- 

4 — z— sH-s 5 


nominatore mancano z a , z 3 , dà per la scala di relazione 4, -4-0, -+-0, -4-4, — 4 : © 
poiché il metodo dà per i primi cinque coefficienti 4, 2, 3,3, 4, il sesto sarà 4X4-4-' 
0 X 3-4-0 X 3-4-4 X 4X4=5, il settimo 4 X5-H>X 4-H X 3-4-4 X 3—4 X&^ec., 
d’onde la serie 4-4-2z-4-3z a -4-3z 3 -4-4z^-+-5z 5 -4-6z c -|-ec. 

T. /. F. i3. 
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425. Ma se si trattasse soltanto di conoscere un termine qualunque 7i***o del- 
la serie, ed n fosse assai grande, in tal caso converrebbe piuttosto procurarsi 1* c- 
spressione del termine generale T. A quest' effetto si decomponga il rotto propó- 

m P 

sto nei rotti parziali dalla cui somma risulta (179), il che, per esser in ipotesi — 

razionale (421), potrà sempre farsi, meno che non possa risolversi Q in fattori 
semplici di primo grado. E chiaro che il termine della serie in cui si 

p 

svolge — deve equivalere alla somma dei termini n sim di ciascuna delle serie in 

cui respetlivamente si svolge ognuno dei delti rotti. Or niente di più facile che la 
ricerca del valore di questi termini ; essendo manifesto 4°. che ciascuno dei 

a 

rotti parziali non può risultare che della forma — ^ c ^ c 9 uesta ^ or ni a può 

p P 

sempre tradursi nell* altra r-~ : 3°. che ■ =p( 1 — qx)- m ~p-\-mpqx-{~ 

(i—qx)" (1— < f*)* 

/n(m-H) m(m-H)(m-f-2) . .» , . ™ 

— ^ pq*x*-\- -- 2~3 ' PT x ^'^~ ec > sene ** cul tcrmine generale è Z=s 

— ««"x^.Cosi dato il rotto ■ , lo decompor- 

1. 2. 3... 7* Fi l-x-x’ + x* r 


remo nei tre rotti parziali 


f 


1 


. 11 primo in cui m=i , 


4(M-x) , 2(f_x)>’ 4(l_x) 

/>= — , (7= — 1 , ha per termine generale ;+; — x", preso il segno di sotto quando 

n è impari. 11 secondo in cui m=2, 7»=- , q—i , ha - (re-H) 1 "» ed il terzo in 

cui m—i, p— — , <7=1 , ha i-x». Dunque il termine generale cercato sarà 7== — X 

(2n+3j;l)x»j avendo luogo il segno di sotto con n impari. 

426. Quando la frazione derivatrice è conosciuta, può facilmente aversi la som- 
ma A’di un numero qualunque di termini della serie nel modo che segue. Sia . . . 


i-t-cx 


la frazione derivatrice, c si rappresenti con ^•4-./^iX-Krf,xM-.^}X 1 -t-ec.. 


La scala — darà ('equazioni bA,-\-cA~0 , bA,-\-cA 1 =0 , bAs-\- 

b 

Cy#,=0, ec.' bA m -\-cA n _ l ^=tì.Se la 4*. si moltiplichi per x, la 2“. per x% la 

3*. per x 3 , ec. l'ultima per x" e quindi tutte si sommino troveremo b{& — Ay~±~ 

bA~\~cA XS+ 1 

cx(iS — Ajc*)=A) d’ onde S= , somma dei primi ri— 1—4 termini 

O-+-CX 

della serie. Che se in luogo di A, A u vogliansi introdurre i loro effettivi valori , 

a . a : b a 

osserveremo che trasformando la frazione in - , e ponendo u= —, 

b - (-ex f+cx:i * r b 


q — — — , m=i, l’espressione del termine generale trovata di sopra dà A n . 
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OC* 


, avendo luogo il segno — per n impari ; e di qui pure fatto «=0, si ot* 


a - ... _ a 

tiene A~ - , valori che sostituiti daranno &= — . 

b (c+bx)b*+ 


6*‘t' , -4-C ir +‘ , X n '+ _t ^ 

•A " /• 


427 . Medesimamente se la frazione generatrice fosse — — — , ed aves- 

c 'j“u.r |”cx 

ser- quindi luogo l’ equazioni cA*-\~dAi-{-eAz=.(} , cAi-+-dAi-\-eA t z=0 . 

moltiplicala la prima per x 3 , la seconda per x’ ,ec., 
1* ultima per x n , e tutte sommandole , si troverebbe facilmente c(5 — A — A ix)-4- 
dx (S—A — Ajc*)-\-ex* (S — A n -iX n ~ l — A h x")z=0 ; d’onde S. Questo stesso me- 
todo potrà facilmente estendersi agli altri casi. 

428. Se la frazione generatrice è ignota, e solo si conosca la scala di relazione, 
questa, come è chiaro, ce ne farà scuoprir subito il denominatore. Supponendo 
che risulti di m termini , in luogo del numeratore ignoto si porrà A-\-Bx-\-Cx * 
-4-ec. . . -nix*- 1 , e si otterranno i coefficienti A , li , O, ec. eguagliando il rotto 
cosi composto alla serie data , ed operando al solito in tutto il resto. 


42f). Debba ora svolgersi ili serie il radicale f/ {ar — x 2 ). 
Porremo j/ (a 1 — x 2 )==// -f- Bx-\-Cx 2 -\-Dx?-\- Ex !> -\-Ex rj -h . . 
6 !x 6 - 4 -ec. e quindi quadrando e trasportandosi avrà 

0= A , -\-2ABx+2ACx'-^-2ADx' s -+-1A £**+2 A Fx'-\-’lAGS-\-*c. 

—a* +2BCx ì -\-2BDx^-\-2BEx'-^2BFx li +ec. 

-f- x 3 -4- G ì x*-\-lCDx r '-\-lE ZTx®— |-cc. 

-t -.D’i'M-ec. 


d’onde, eguagliala a zero ogni colonna, avremo A=a, B=o , 

c -=- k' Dz = 0 ’ E== - k ?' F=0 ’ G== ~ 7^* ec - ef i uindi 

x* x ^ • 

y(a 2 — x 2 )=n — — — — ; — ec. come si sapeva (ai fi). 

43o. Ma debba ridursi in serie l’espressione più generale 
( 1 -\-x) m . Fatto ( 1 -\-x) m =A-A-Bx-+-Cx 2 -ì-DxP-{-Ex'*-{-ec> si 
cangi x in x(a-Hr) : avremo ( 421 . 3°.) = 

Bx{ , x-{-x')-\-Cx' t {'i.- 1 rx') 1 -‘rDx i {'i-\-x s f-\-Eoc ! *{‘i-{-x) , '-\-ec. Ma 
(t-+-cc( 2 - 4 -a 7 ))" , =(i-t- 2 as- 4 -a; 2 ) ra =( 202 .i 83 )(i-l-a;) 2 '”= . . . 
((i-{-x) m ) 2 =(.A-*-Bx-i-Cx 2 -*-Dx 3 -t-Ex f 'y : sviluppato dun- 
que questo quadrato , eguagliali fra loro i due valori di(i-4- .. 
;r( 2 -Kr)) m , e mandala la nuova equazione a zero, avremo 
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Ù=A*-h2 A 2 ^ Cx'-\- 2 ^ Ar M-2 Ex^-\-ec. 

— — 2/?x -4-/?*x* +2i?/)x‘ +ec. 

—Bx* — 4Cx* 4 -C*t < +ee. 

^ — 46’x* — 8Ax^ — Cx k — ec. 

— <2/)x* — ec. 

— 16/Tx* — ec. 

e la prima colonna darà A=\, la a*. B—B, la 3 *. C—BX . .. 

!£=!>, 1. 4 .. -».U 5- .^Sf-'X^X*-») , e,. 

valori che non includendo in modo esplicito m , compariranno 
sotto la stessa precisa forma qualunque siasi m , cioè con m po- 
sitivo o negativo, intero o frazionario , reale o immaginario. Per 
trovar B si ponga nella data x=z — t , e trasportato nel i°. mem- 
bro il valoredi A— ì, si divida l’equazione per z — ì : supposto 

m intero e positivo sarà j—j =B-hC(z — i)-t-D(z — i)M- - , 

E{z — i) 3 -f-ec. =(261) z m-I H-z m " 2 -+-z m_3 -H'c -+-z°. Or 

poiché quest’ ultima espressione ha visibilmente m termini, e tut- 
ta intera l’equazione deve al solito sussistere per qualunque va- 
lore di z (421.1°) , posto dunque z= 1 , sark in questo caso, e 
quindi in tutti gli al tri , J?= 1 - 4 - 1 — t— 1 — f- 1 — I— ec. - 4 -i=m. Perciò 

<W*==2. n= *"-'»■-*> , ro . ied (l+x>= ,+^... 

m(m — 1) , m(m — 4)(m — 2) , , , . ... . .. 

-x -4 — xr-+- ec. com ebbesi per induzione (2 1 5). 


2.3 


43 1. Ma se m sia negativo, l’espressione * — | si cangerk 

— ( \ e diverrà — m nel ca- 

V *— V 

m( — m — 4) 


in 


z - * — 4 


= (• 64 ) 


4 — !”• 


z— 4 '■ ’ Ty s>»(z — 4) 

so di z= 1 . Avremo dunque B= — m, e quindi C-- 


D= 


— m( — m — 4 )( — m — 2) 


2.3 


,ec. cioè la forma dei coefficienti sarà la 
stessa che sopra , cangiato m in — ni. 

432 . E se per ultimo m sia frazionario e divenga — , ponga- 


si ( 1 -f-x )"= A-\-Bx - J rCx 2 ec. : e poiché A — 

1, alzato tutto alla potenza n, avremo ( 1 -q-x) m = ( \-\-Bx-\- 

Cx 2 -\-Dx*-\-cc.) n , cioè 1 -\-mx-\~ — -xM-ec. = i-+-n( 2 ?x-t- 
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Cx 2 -\-Dx ì -+-c c.) H H ^ n — ) (P.r-f-Cx 2 -|-/)x 1 -i-er.) 2 -(-ec. , d’ on- 
de, operando al solito, /?=— : perciò lo sviluppo avrà anche in 

questo caso la consueta forma , cangiato m in — . 

433 . Vogliasi infine sviluppare il prodotto P=(i-t-x)X 
(i-f-x 2 )(i-t-xi)(]-+-x 8 )ec. i cui fattori sono infiniti di numero, 
e gli esponenti dell’ x procedono nella progressione geometrica 
1,2, 4 > 8 , ifi, ec. Pongo P=i-|-.*/x-|--2?x 2 H-Cx 8 -4-Z)x^-H ec. , 
e chiamo P, ciò che diviene P se vi si cangi x in x 2 . Avre- 
mo le due equazioni i a . P I =(i-t-x 2 )(i-Hx 4 )(i-px 8 )ec. = 

P 

~_ ^ x ' ì 2 *. P,— i-4-^</x 2 -+-/?x J i-i-Cx (i -t-.Ox 8 --HJc. , che moltipli- 
cate per i-Kr danno 3*. P I (i-+-x)=(iH-x)(i-l-x a )(iH-x4)X 
(t-i-x^cc. —P=i-ì-s4x-ì-Bx 2 -\-Cx?-¥-ec. ; 4’- Pi(i-Hk)= 
(i-+-x')(i-\-j4x 2 -{-Bx !> -{-Caf'-i-ec.). Eguagliati i due valori di 
Pdt-l-x), effettuata la moltiplicazione del secondo , ed operando 
sul resto al solito, troveremo P=i-t-^c-l-a: 2 -t-j: 3 -i-x | i-i-ec. 

434 - La forma ^ 4 -{-Bx-\-Cx 2 -\-ec. che abbiamo data al- 
le serie precedenti può talvolta non convenire allo sviluppo di 
una data funzione. Ciò si riconoscerà dai risultamenti o insigni- 
ficanti o anche assurdi a cui saremo condotti dal calcolo. Per 

darne un esempio, il valore trovato di f/ (a 5 — x 2 )—a — j 

y 4 

— ec. (429) è assurdo quando si supponga x>a, poiché il 

secondo membro è tutto reale, mentre il primo è immaginario. 
Si ripara all’inconveniente riducendo in serie ordinata per le 
potenze di a il radicale Y ( x 2 — a 2 ), e moltiplicando in ultimo 
ciascun termine della medesima per f/ — 1. Infatti poiché a 2 — 
x 2 =(x 2 — a 2 ) X — i, sarà j/ (a 2 — x 2 ')=Y ( x 2 — a 2 ) X — i=( 1 92) 
Y (x 2 — a 2 )Y — 1 «d* sor ‘ c ‘ corrispondente a j/ (a 2 — x 2 ) equi- 
varrà all’ altra di ^/(x 2 — a 2 ) moltiplicata per Y — 1 • Parimen- 
te se si avesse Y (•* — x 2 ), e si ponesse Y (x — x 2 )=A-\-Bx-\- 
< 7 x 2 - 4 -/?x 3 -f-ec,, si trovereblve^===o,P=o,C=o, ec.j ed è in- 
fatti visibile che essendo Y — x 2 )=^ / xj/(i — x), tutti i ter- 
mini della serie dovranno contenere il fattore j/x, onde non 
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avranno luogo potenze intere, e quindi i coefficienti di queste 
potenze dovranno tulli esser nulli. Si toglie qui pure l’incou- 
veuiente riducendo in serie j/(i — x), e lutto moltiplicando in 
seguito per Y x. In pari assurdi si raderebbe ponendo eguali 

ad A-\-Bx-\-ìx. le frazioni — , — — , ec. , che si eviterei)- 

I 1 X X i 

bero svolgendo in serie i rotti , - — — e cambiando in ulti- 

c X — X* < — X 

ino il segno ad ogni termine. 

435. Risulta di qui che il metodo non deve applicarsi sen- 
za molla cautela. Gioverà bene spesso 1’ aver conosciuto per 
qualche mezzo preventivo l’indole dell’andamento di cui è su- 
scettiva la serie richiesta , ed esser sicuri che quest’ andamen- 
to sarà costante ; il che non sempre succede. Sarà anche ben 
fatto esaminare se nei casi particolari , in cui la funzione data 
acquista un valor noto , la serie supposta vi corrisponda esat- 
tamente. Avremo frequentemente luogo nel seguito di assuefar- 
ci all’uso di queste cautele. 

4 3G. Intanto , riguardo alle funzioni algebriche di cui qui 
si tratta, daremo queste avvertenze generali: 1 *. se una qualun- 
que potenza x" della quantità x, per cui vuole ordinarsi la serie, 
moltiplica o divide la funzione tutta intera, dovrà togliersi dal- 
la funzione, applicare il metodo alla parte che resta, e quindi 
a operazione finita moltiplicare o dividere ciascun lei-mine della 
serie per la potenza soppressa. 2 “. Se la funzione data non con- 
tiene die potenze pari di x, potremo impostar la serie con le so- 
le potenze pari : ponendovi anche le impari il calcolo ne farebbe 
trovar nulli tutti i coefficienti come è accaduto di sopra ( 4 3 9 )- 
3‘. Il primo termine di uno sviluppo qualunque corrisponde sem- 
pre al valore che prende la funzione quando vi si fa x=o. Que- 
sta riflessione contribuisce infinitamente a semplipizzare i calcoli. 

437 . Abbiasi adesso x—ay-\-by' l -\-cy ì -4-dy'*-\-e£. e vo- 
gliasi il valor di y dato per x. Il metodo che insegna a trovarlo si 
chiama metodo inverso o ritorno delle serie , che presso a poco 
è il seguente. Yoii^oj^xyix-^-Bx z - J rCx i -\-Dx ! *-+CC. e quindi ho 
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ajr = aAx-y a/ix '- (- aD.r^+ aEx'-t-cc. 

b A’ x' +1b A Bi^y- UACx^A- ~lt>A f)x ; -t-ec. 

-+- 4/}’x<-f- UIiCx s -hrc. 

e A 'x'-+-ScA’ fJtr *-+- ìcA'Cx^y-cc . 

-f- ìcAB’x'-\-ec. 
dA i x*-y4dA , Bx i -^-ec. 

e-4 5 x ! -f-e c. 


‘H 

e r 5 =r 


Sojnmale quest’equazioni, trasportato il i.° membro della 
somma," «Jie in forza della proposta è eguale ad. x, e determinati 
al solito «^sostituiti nel valor supposto di y i va'ori di A , 

„ ,, x bx' 

B, C, ec. troveremo y= r- 

’ ’ J a a 1 

« 4i*-j2 « ab'c-^a bd-+-ìa' c' — a ì e 
— 


24’ — ac i 5abc—a’d — 54’ , 
; — X*-i ; X* 


ai 

r) 


a^H-ec. Cosi se x=y — ~ — 


y* 
~ 4 


«j* X* 

-H?c., si avrà y=x-+ 2 .3 ~ t T2 '~~ t ~ eC " » e 8e • rc= 7 — 

— -y4— ec , si troverà y==x- ^-x^-hx^-^-x^-A-ec. Che se fosse 
x=a-\-by-h<y*-\-dy 3 -\-ec. , si farà x — a=z, e si avrà y dato 
per le potenze di z. Si avverta però che il dato metodo gene- 
rale non è sempre applicabile, e spesso fa d’uopo aver prima 
conosciuta l’indole della serie inversa. 


Idea dell’ Analisi derivala, e sua equazione fondamentale. 

' * ' '' » 

438. Abbiansi le quantità > ,y , , r , , y\ ec. legate Ira loro io modo che l’ima 
risulti dnll’allra per effetto d’uua medesima operazione. Tali sarebbero i termini 
d’una progressione aritmetica , ciascuno dei quali si ottiene aggiungendo al suo 
precedente la differenza comune; tali quelli di una progressione geometrica, cia- 
scuno dei quali si ha moltiplicando quello che lo precede per il quoziente della 
progressione. In tal caso alla prima y si dà il no/ne di derivatrice , e alle seguenti, 
giusta il loro ordine, quello di derivata prima, seconda, ec. La derivata prima 
di y si accenna Con di , ove d è sempre simbolo e non quantità; la seconda, la 
quale in sostanza non è che una prima derivala della derivata prima, si accenna 
con d{dy), o anche dd rj o meglio con d\y, ove il due è indice e non esponente. 
Cosi la terza, la quarta, l’n‘ ima si accennano con d ì y, d\y. . . d*y. Si noti t .” che 
date due quantità qualunque a, b, Cuna può sempre riguardarsi come derivala 
dell’altra, niente vietando di operaie su Questa io modo che resulti quella. Cosi a 

si cangia in 4 moltiplicandola per — . 2.° Se a si cangi in ma, potrà supporsi 

bzxdma; e qualora nel derivar 4 da ma non si sia operato sul coeflìciente m onde 
questo sia passato intatto e costante nella derivata, potrà farsi ancora bxxmda ; 
essendo chiaro che resa mt ,a la derivatrice deve divenirlo ancora la derivata. 

T.I. V ,3* 


. ‘«ir ‘ />' ’ ; ii “gì 


3 



-i 


. • 

’jr’' 

•UH idfc 
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439. Ciò premesso e data una funzione px, si supponga x cangiata tu x-4-eu, es- 
sendo ro un'indeterminata qualunque indipendente da vr, e si traili di ridurre in se- 
rie, ordinata per le potenze di tu, la nuova funzione p(x-Hu) Fatto y(Jr-)-&>)=.^-f- 
/i(o-)-Co)’-(-flw’-t-ec. avremo (436. 3*) j4=px,e i coefficienti B,C,D,ec. funzio- 
ni della sola x. Si chiamino secondo il loro ordine p,x, f*x, fsx, ec., sarà dunque 

I.* p(x-f-6))=px-Hup,x-H'->*p,x-t-iu'yvx-)-ec. 

Per determinare queste funzioni si cangi nei primo membro x-f-sv in z+iu : il 
relativo cambiamento del secondo potrà aversi cangiando o u in 2w,o x^in x-Hu. 
Avremo dunque *■” 

II. * p(x-i-2o>)='j-x-+-2wy 1 x-f-4w , f >x-H8ta , pix-+-ec. va 

III. * p(x-|-2w)=:p(x-(-u)-t-upi(x-Hu)-l-M , p^x-l-4o)-i-o) 1 pj(x-l-tu)-t-ec. 
oppure 

IV. * p(x-f ; 2eu)==p(x-l-oi)-l-m(p(x-Hu)-bw’iJi(x-Hu)-Htfy(xS-m)-HJ < ./ ; (x-t-»>)--t-«c. 

cangiate per comodo del calcolo che segue le sigle p, , p , , fi , p 4 ec., rispettiva- 
mente in < b, ip, f, F, ec. Ora nel modo che abbiamo posto • t 

p(x-H<a)=px-HM>iaH-«'y,x-Ho 1 p3aM-ec. 
potremo porre altresi x " * 

4>(x-(-6>)='l'x-Hu'l , iX-f-«»*il.,x-t-ec. 
ift(x-t-m)=;'^x-i-M'^iX-(-<j’^,x-i-ec. ‘ ‘ 

y(x-H«)=»/x-Ha/t*'-(-<ay',x , -4-ec. * '■ 


K 


Sostituiti questi valori nella IV.* sviluppati i prodotti per o>, u', «’ ec. avvertendo 
di porre in colonna tulli i termini alleiti dalle stesse potenze di a>, eguagliando il 
valore di p(x-+-2tu) cosi ottenuto a quello dato dalla li.*, mandato tutto a zero e 
rammentandoci che tj>, jt, f F, ec. stanno in luogo di p, , p, , pi, p 4 , ec. e per- 
ciò 4>x=pix, 1 ixz^p.x, Jtxxyix , /*x:=p 4 x,' ec. troveremo 
0=px-t- ap.x-p- u’gj.aH- ià 1 p3X-+- «t^x-f- ec. 

1 ■ — px-+- to’tl'iX-f- w’^mX-I- w'4'lx-t- ec. 

. v - — 2oJp,x-(- eu’p.x-1- oa’jnx-f- ’wtti.x-f- ec. • ' ' * 

- • • • — 4w’p,x-+- w’pix-t- u*/,x-4- ec. 

— 8&>’psx-t- «<p 4 x-l- ec. 

-1 v v.lc/rts#- «ty • • . 1 . — ec. 

Dalla prima colonna si ha px=px, dalla seconda p,x=y,x, equazioni che 
niente dicono: dalle seguenti si hanno le tre <.» 

i .* <t>,x=2p,x , 2.* <Kx-(-y,x=6psx, 3* iz-+-'p , x-p-f, x= f 4 p t x. 

Ora si ponga, siccome è lecito (438), p,xx=dpx , e nel met^simo modo 4> 
d'\<x=dp,x=zddpxz=d'px (ivi), $,x=d-Ji z=dp,x,j'.x=djx^dpix ec. ; le equa- 
zioni f .* 2* e 3.* diverranno 

4.* <Fpx=2p,x, 5* 4>,x-f-dp.x=6pix, 6.* 'l'}X-4-'^,x-f-rfpjx=f4p,x. 

La quarta dà immediatamente p.xzxjd'fx: e come tra 4 ,x e «l’x, ip,x e <px deve 
manifestamente esistere la stessa relazione che tra pix e px, sarà dunque de 
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|ef> f ,x=(438. 2.°) }<**»!•, 


pari <J>,x=fii’‘Ì , x=}<f‘p.x=jt/*»x, ^,x=r$ d'ìfi 
con cKe la 5.* e 6.* si cnngcrnnno nelle due 

7 .* d'fxzx6fix, 8 .* <bix-+-jd*fx-ì-d?)xzxLÌiy i x. 

Dalla 7.* si ha jfi'yx, quindi anche 4:sxx=y(f'<f>x= { d 1 f,xxx^d*fx. E poi- 


ché dfjx=d(-fd , ^x)x=(4S8. 2.°) ^d^x , la 8.* darà dunque <{\xx=> d i fx. «So- 

i * i 2.3.4 


statuiti frattanto i valori trovati di <f,x, f,x , f\x, y,x, ec. nel supposto sviluppo 
di y(x -Ho), avremo y(x+&))xzyx-Kidyx-h^-d*yx-l-^ > j<f 5 yx | ^ d*yx-+-ec. 

Questa formula è una delle principati e più interessanti nella così delta Analisi 
derivata , e mostra come conosciuta per qualunque mezzo la derivata prima di 
<fx, o il secondo termine dello svilnppo, possono aversi tutti i seguenti formando 
le une dalle altre le derivate d'vx , d'yx, ec. nel modo che si sarà veduto poter 
derivarsi la prima già nota dalla funzione derivatrice <fx. 

440. Per farne qualche applicazione, sia fx—x m , e si tratti di sviluppare in 
serie il binomio^x+u) a . Avremo dunque per primo termine x«, e per secondo, 
come si sa(2f3), nix 1 »-', valore della derivata prima dfx che si forma dal l.° ter- 
mine moltiplicandolo per l’esponente m e quindi diminuendone l’esponente di 
un’unità. Dunque altresì d'fx=rn(m — t )x m ~', d'fx—m'^m — i)(m — 2)x m-J , ec. 

valori che sostituiti daranno ^x-l-to)"=Jr*-l-/nwx“-H — — ^ - w' x" - * -t-. . . 

m(m — 1 }(m — 2) 


2.3 


-w 1 x"- , -+- ec. 


441. Del resto quanto a y,x è ben facile persuadersi che in tutto r per tutto 
corrisponde al coefficiente difl’erenziale v4 di ix nello sviluppo di|y(x+Jx) (1220): 
quindi le regole pratiche che nel calcolo differenziale si son date per trovare quel 
coefficiente, serviranno a darci anche fiX. 


L O G A R I T M I 

44 a - Se a. m, b sieno tre numeri tali che abbiasi a m —b, m 
prende in tal caso il nome di logaritmo di b, il che si esprime 
scrivendo m=lb ; b prende quello di numero corrispondente del 
logaritmo m, il che si esprime scrivendo lb=m ; e finalménte la 
radice a della potenza a m si chiama base del logaritmo. 

443. Se la base è costante è chiaro che ciascun numero avrà 
un differente logaritmo, come ciascun logaritmo avrà un diverso 
numero corrispondente. Se poi la base varia, potrà uno stesso 
numero aver differenti logaritmi, e ad uno stesso logaritmo po- 
tranno corrispondere numeri differenti, essendo chiaro che può 
aversi nel tempo stesso b=a m =cP=d { l=e c., come pure a m =-b, 
g n, =h, r m =k ec. 


i 






& 
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444* Qualunque «issi la base ben si vede j.° che l’unità ha 
sempre zero per logaritmo 5 a.® che la base ha per logaritmo 
l'unità: infatti a°=i (164 5.®), a'=a; 3.® che at b =b', 4-® che 
supposta a>x i logaritmi dei numeri interi e dei rotti impropri 
son positivi: ma quelli dei rotti proprj son negativi. Infatti da 

a m —b avendosi -i- = (iò4)a - "— 4- sarà l~= — mi 5.® che 

fl m O O 

crescendo b cresce m: onde a numeri maggiori corrispondono 
logaritmi maggiori, e viceversa ; qhindi se b è infinito sarà in- 
finito anche il suo logaritmo; e poiché con b infinito, cioè 

con b giunto al limite del suo ingrandimento, il rotto y gilinge 

al limite del suo impiccolimento , cioè a zero (So); da — 

avremo in tari caso /i>= — 00 , onde il logaritmo di zero è i in- 
finito negativo r 6 .® che supposta a positiva lo saranno pure 
a m e b, onde in quest’ipotesi i logaritmi dei numeri nega- 
tili sono immaginar] . '• . 

> - 445. Il piò comodo fra tutti i sistemi è quello in cui 
a =io,e questa base viene appunto adottata nelle Tavole loga- 
ritmiche di maggior uso. Or poiché io°=i, io l =io, io 2 =ioo, 
'to^EsioOO, er. perciò in questo sistema Zi=q,ìio=i, /ioo=a, 
/iooo=3, 2 ioooo=4j cc* Dunque i logaritmi dei numeri com- 
presi fra t e io, dovranno esser maggiori di zero e minori 
di 1 , cioè rotti proprj, e la cifra iniziale del valor loro, ridotto 
in forma decimale, sarà zèro. Quelli dei numeri compresi fra 
io e 100 saranno->i e <a,.cioè eguali all’unità congiunta ad 
una frazione. Egualmente quelli dei numeri fra 100 e tooo 
saranno e <3, cioè saranno eguali a a più una frazione, ec. 
Perciò eccettuati i numeri della serie 1 ; 10 , 100 , 1000 , ec. i 
logaritmi di tutti gli altri saranno composti di due parti, l’una 
esprimente interi e che si chiama caratteristica del logaritmo, 
l’altra frazionaria, chiamata, ma non molto comunemente, 
giunta Q mantissa . 

446. La caratteristica è sempre di un’ unità minore del 
numero delle cifre degl’interi del numero dato. Così nel loga- 
ritmo di 384 caratteristica è 2 , in quello di ioz 4 fi è 4 , in 
quello di 4,^53 è o. Infatti i numeri fra o, e io son di una 
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sol» cifra, e come si è n etimo hanno zero per caratteristica; 
quelli tra io e 100 son di due cifre, ed hanno 1 per caratte- 
ristica; quelli tra 100 e 1000 son di tre cifre ed han a per ca- 
ratteristica cc. Dato dunque un numero può sempre sapersi qual 
sia la caratteristica , o a quanto ascenda la parte intera del suo 
logaritmo: come all’opposto, dato il logaritmo può dalla carat- 
teristica sapersi quante cifre d’interi son contenute nel numero 
che gli corrisponde. Quanto alla parte decimale vedremo in se- 
guito quali vie si son tenute per calcolarla. Per ora basti pre- 
venire che tutti i logaritmi , a riserva di quelli spettanti alla se- 
rie summentovata, sono come vedremo ( 458 ), quantità insom- 
mabili: quindi la parte decimale non può essere esatta, e con- 
tiene un errore nell’ultima cifra , che può ascendere fino alla 
metà del valore spettante alla classe, cui quella cifra appar- 
tiene (81). 

44 7 . Le Tavole logaritmiche più sparse e più conosciute 
fra noi son quelle di Gardiner , delle quali si hanno quat- 
tro copiose e assai corrette edizioni eseguite sotto i nostri occhi 
in Firenze. Noi le supponiamo già fra le mani dei nostri let- 
tori. I logaritmi vi son disposti con particolare artifizio , di cui 
si rende ampio conto nei preliminari, ove diffusamente s’inse- 
gna l’uua e l’altra di queste due pratiche , cioè: dato un nume- 
ro qualunque intero o rotto, cercarne il logaritmo ; dato un 
logaritmo cercare il numero a cui corrisponde ■ Conviene essersi 
ben addestrati in ambedue , prima di passare a conoscere le pro- 
prietà dei logaritmi e l’uso vantaggiosissimo che può farsene, 
sia per compendiare e facilitare i calcoli numerici, specialmen- 
te ove occorrano divisioni ed estrazioni di radici , sia per risol- 
ver non pochi quesiti , per i quali l’ algebra comune è affatto 
insufficiente. 

Proprietà ed usi dei Logaritmi in generale 

44 ^- Si abbiano le due equazioni I*. a m —b, II*. a n =c, che 
danno IH*. rw=lb, IV*. n=lc. Poiché moltiplicando le prime 

due si ha a m+M ==òc> dividendole si ha a m — "=•— , sarà altresì 

C 
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m-\-n=lbc , m — n—l — : ma dalla 111*, e IV*. si ha m-f-n— 

C 

lb-\-lc, m — n=lb — le, dunque i°. Ibc—lb-hlc, cioè il loga- 
ritmo di un prodotto eguaglia la somma dei logaritmi dei 

suoi fattori ; a 0 . l—=lb — le , cioè il logaritmo di un quozien- 
te eguaglia la differenza fra i logaritmi del dividendo e 
del divisore . 

449’ Elevando la I*. alla potenza p, avremo a m P—bP ; al- 
ni p 

l’opposto estraendone la radice p, avremo [i8fap—l/b-, quin- 
di mp—lbP , ed —=l^b. Ma dalla III*, si hamp=plb,— -= ... 

-lb, dunque 3°. IbP—plb , cioè il logaritmo di una potenza bP 
P • 

eguaglia il prodotto dell’ esponente p nel logaritmo della ra- 
P i . . 

dice ; 4°* ly b= —lb, cioè il logaritmo della radice p i ' ma di 

b eguaglia il logaritmo di b diviso per p. 

45o. Con questi principj si ottengono i prodotti per via 
di semplici somme , i quozienti per via di sottrazioni, le poten- 
ze per via di moltiplicazioni, le radici per via di semplici di- 
visioni. Infatti volendo per esempio moltiplicare o di\ ider l’ uno 
per l’ altro i due numeri a, b, non dovremo che cercarne i lo- 
garitmi e quindi sommargli o sottrargli: il numero corrispon- 
dente alla somma o alla differenza sarà il prodotto o il quozien- 
te cercato. Come pure se dato il numero a, vogliasene la po- 
tenza o la radice m sinta , non dovremo che cercarne il logaritmo 
e moltiplicarlo o dividerlo per m : ed il numero corrisponden- 
te al prodotto o al quoziente , sarà la potenza o la radice cerca- 
ta. Non alleghiamo esempj numerici, dei quali i preliminari ci- 
tati (447) sono a sufficienza provvisti. Solo avvertiremo che co- 
me le ordinarie tavole logaritmiche non hanno che una limita- 
ta estensione, così i numeri corrispondenti non risultano esalti 
che fino alla b“. o al più alla f. cifra: quindi l’uso dei logarit- 
mi cessa d’essere vantaggioso, qualora il rigore del risultameu- 
to esiga un più esteso numero di cifre. Questo caso è per altro 
molto infrequente. Intanto poniamo qui alcuni esempj, dai 
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quali meglio si apprenderà ad applicare alle formule algebriche 
i logaritmi, secondo i già esposti principi- 

Labcd ec.=zLa-+-Lb-\-Lc-{-ljd-\- ec. ; L(a' — x')=L(a-ì-x)-\- fJa— x). 


L — —La+Lb+Lc—U—Le ; L < ^^=Lb-{-L(a+c)—L(m+n). 

de m-+-7i 


ab-\-bc 


de 

L ^ ^^^=i(a-+-x) — //(a— x) ; Ly (a* — x*)=£ A(a+x>+- j L(a — x). 

La"—mLa ; La-"— — m La ; La"p b <n—mlM-\-bLp-+-qLc. 
m m 

, — m m r ax“ _ _ 

La n x=— La ; La * — La: L——La-+-nLx — mLr 

n n r" 

^ m ni 

Ly (a' — x’)*i= (2fi<) ■ — L{a — x)H /,(a’-f-ax-+-x‘). 

L £(« — *>+-4 — 2Z»(a-t-x)= | A(a — x) — ’ £(«+*). 

Z3a*4* i<3^L34“2 /^4"5 1<3 =6/L3-4~6//<2^=67y3^i— 

Calcolo dei Logaritmi per mezzo delle Serie 

45 1. Sia y un numero qualunque, e voglia trovarsi l’espres- 
sione algebrica del suo logaritmo. Dovrà questa esser tale che si 
riduca da se medesima a zero quando jp=i e che divenga c- 
guale all’infinito negativo quando y — o (444- 5°) . al che non 
soddisfa la supposizione di Lo2 l .y==‘j4-\-By-\-Cy' 1 -\rDy i -{-ec. 
Porremo Log.y—A^y — 1 — 1 y~\-C{y — i) 3 -t-ec. ; ov- 

vero, fatto per maggior semplicità y=i-\-x , Log.(i -+■«)=» 
Ax-\rBx^-\-Cx?-\-ec. Per determinare i coefficienti cangio x in 
x{'i->c-x) ed ho L[ 1 -Ke('-ì-4-x) ')=‘Ax('A- J r-x')- l r-Bx 2 ( i i.-Hx)' 1 -f- 
Cx^{'z-\-x) ì -i-Dx li ('>.-yx) ! i-+- ec. Ma altresì L(i-hx(a-hx) 'j— 
L{ 1 -4-x)^=(44 9 . 3°)2 L{ 1 -\-x)=iyI x- > t‘ìBx > --\-'>. C x?-\-‘>. Dx 1 * -4- 
ec. ; dunque eguagliando le due espressioni, e lutto mandando a 
zero , avremo 0 — 2 Ax+ 2 Bx‘-t- 2 Cx i -+- 2Z>xM-ec. 

— 2 Ax — Ax' — 4/lx 1 — Bx* — ec. 

— 4 Bx’ — SCx % — 1 2Cx ( — ec. 

—iSDxt—ec. 

e di qui (4 22) A=A , /?= — \A,C=\A, D= — \A, ec. on- 
de Z( 1 -\-x)—A j — 1 — 3 7* • 


m-\-n 
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45a. Per avere il valor di A, supposta a la base, si ponga 

4 \ fl— -4 , - N 

y=~ ; sara x= — — = j- e quindi /( i -\-x)—la ~ l ~ — 1 


a — 4 


(4444°)=-^( ; fl 

, . _l_ ( a ~^‘ 


2 a* 

-<y 


0* («-<)' 


(«-0* 


t-ec.^,(Ponde^= 


2a* 


3a ? 


= io, avremo . w 




(ir- 


9* 


2 . 10 * 

4 


4- 


9’ 


3.40 5 


3 a} 4«'* 

f- ec. ^ . Così se a= 

t-ec.^, e calcolando troveremo 


0,434294481903251827651 ICC. 


2,302585092994045684ec. 

453. Questo numero o valore di A chiamasi modulo : va- 
ria con la base , da cui dipende, ed è per conseguenza diverso in 
ogni sistema di logaritmi. Chiamati A, Ai i moduli in due di- 
versi sistemi , e supposti /, l x i logaritmi che nell’uno e nell’al- 
tro appartengono ad uno stesso numero, avremo evidentemente 

A : Ai'.: I: h , e quindi /,=» ^ ,• cioè i logaritmi dell’un si- 
stema si ridurranno a quelli dell’ altro moltiplicandoli per il 
rapporto dei respeltivi due moduli . 

454- Nepero gentiluomo scozzese , a cui è principalmen- 
te dovuta la felice invenzione dei logaritmi , in luogo di suppor- 
re ad arbitrio una base, preferì di determinare il modulo, che 
pose eguale all’unità. I logaritmi così calcolati si dissero Nepe- 
riani , e anche naturali o iperbolici, per ragioni che in appres- 

• jp* 

so daremo. Son dunque rappresentati dalla serie x — — -4- — — 
ec. e si riducono a logaritmi ordinar j , cioè con la base io,' 
moltiplicandoli per A*= 


2;302585Ó9T99ec. O °»4 3 4a9448l9ec, 

Godono di rimarchevoli proprietà che svilupperemo a suo luogo. 
455. Ripresa adesso l’equazione 1 4-ar) => 

J / X* X* \ • • 1 

— y -4- y - -4-ec. j * si cangi x in — x ed avremo . . 

( y 2 y 3 . 

x-*-— 4- -J 4- — -t-ec. j,e di qui £( t-Hr) — ■ 

. Fatto frat- 


L(\—x)=L ~(448.2°>=2^(a>4-y 


4-T-^c. 


) 


| I ~ jr nt F jì~— 1 ^ . 

tanto - — = y n , onde x= ^ avremo sostituendo, Ly n 

F«-M 
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, 1 r . -l4_l (l/n~- 0 * N . . 

“*( 4 32 )” 'Ln=%A ( 1 — h- cc.Vsene che nel 

V p«-M 3(J/n-H)’ ' 

caso di n> i può rendersi quanto si voglia convergente, polendo 

sempre darsi ad m un valor tanto grande che j/n differisca quan- 
to si voglia poco dall’unità. 

456. Allorché si tratta di trovare isolatamente mi logaritmo non vi c serie pia 
alta delia precedente : ma se si trattasse o di formare o di estendere un corpo di 

tavole, allora sarà più opportuno di fare — — — , oppure = — ’ ) ('"+- ) 

1— x m’—i’ " (m-H)’(m — 2) 

(m’ — 9 )(/m* — 16) 4 

oppure — — — - — — — — , dal che si avrebbe nel primo caso x= ■ , nel se- 

m (m* — 25) r 2m’— 1 

2 72 

condo — , nel terzo x= — - — — — — — , valori che sostituiti in quel- 

m — óm m \ — 25m’H-72 

1 J* 

Io di L ^ , danno le tre formule seguenti: 

2Lm—L(m-Jri)—L(m — 1)=2 A ( — 1 — -—1 (- cc . 

V.2m’_l 3(2m’— 1 )’ ) 

2L(m — 1 )-t-A(/n-f- 2 ) — 2L(m-\-{ ) — L(m — 2)=2 A ( — — ^ j — (-«A 

\’tv — 3 m 3(m’ — 3»»)* J 

Z(m4-3)-)-Z(m — 3)-4-Z(/n-4-4)H-Z(o» — 4) — 2 Lm — Z(m-t-5) — L{m — 5)=2 AX 

( 1 +ec. V 

\ m * — 25/n’-(-72 ) 

457 . Arrestandoci alla prima, osserveremo che posto successivamente m=4 , 
=5, =9, e riflettendo che LS— L — = 1 — Z2, si hanno le Ire equanimi 


11*.’ — 5Z2 — Z3-4-2=2j4( — -4 1 p-ec. ) 

V49 3. 49 ? 5. 49* ) 

III* — 3Z2-+-4Z3 — 1=2 A ( ■ f- 1 - ec.'A 

\161 3. 164* ) 

Dalle prime due si ottiene 

£ 3=1 -A (^+ec. )~^(4+ ec ) 

L2 = To + i(ji +ec - )“T ) 

valori che sostituiti nella terza, dannoper il modulo Af=l : 46^^-f-ec. ■+■ . . 

3^4 +«<=) + 2° (v^ +ec - y espresso in modo assai più convergente del- 

1’ altro avuto di sopra, bastando soli sette termini delia prima e seconda serie del 
denominatore, e 5 della terza per aver l’esaUezza fino alla 20*“’. decimale. 


L + _L + 

1 \ 

1 + 3.31 J + 

5.31* ) 

1 < 

1 

-j 

V.49 ‘ 3.49’ 

’ 5. 49 5 


' 

V161 ’ 3. 1 64 3 
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Avuto A f 1’ ultime due formule daranno i logaritmi di 2 e di 3, da cui di- 
pendono quelli di 4, 5 , 6, 8, 9. Quello di 7 si avrà ponendo m^=l nella pri- 
ma delle tre formule generali, e quello di 4 4 ponendo /n=6 nella terza, e così sia- 
vranno tutti quelli degli altri numeri primi, e per addizione quelli dei non primi. 

458- Prima di lasciar questa materia si osserverà che avendosi trovato L(i — x)= 


-- ec. 


.Jj, se si faccia x=4 e si rifletta che LO. — -■ oc (444), 

à A ( 44— H 1 H h ec. \=» i il che mostra che la serie 4-+- 

\ 2 3 4 5 J 


• -f-ec. è insommahile, mentre conio stesso ragionaménto Pe- 


4 4 1 

2 "^T "^4 ' 5 

4 4 4 

spressione del logaritmo di 1-+-* mostra clic l’altra serie 1 — - — h- — — f-ec. 4 

sommabile, ed eguaglia il lugaritmo di 2 diviso per il modulo A. 

459. Beasi qualunque altra serie che decresca più rapidamente di quella di 
liti 

1-1- — -4-- — 1— ■+— — l-cc. sara sempre sommabile, cioè equivalente ad una quan- 
1 3 4 j 

4 4 y 4 4 t‘ 4 * 

liti finita. Infatti posto 1 — x= — , si avrà Li — ;= — A j f-— j 

1 >y — 1 \ s . 4 

— ^ — ) ~i~ ec - y j onde essendo L — quantità finita finché lo è y, la serie »a- 

* i . y — 1 

ra pure sommabile, per quanto si avvicini all’unità. 

r 

46'o. Dato un logaritmo J trovarne il numero corrisponden- 
te n. Posto n— 1 -\-x, si avrà /=Z»=Z( t -f-x)=( 4 5 1 )y/(;e — 

ec.) e fatto ~j = p> il metodo inverso delle serie (4^7) 

darà »= 1 - 4 -x= 1 //-t-ec. 

46 ' 1. Si noti r°. che se l ha una caratteristica m>o, la se- 
rie divergerà : in tal caso in luogo di l sostituiremo /,=/ — m= 

(446) L— n -, e la serie, allora convergente, darà dunque il nume- 


ro- , d’onde ». 2 0 . Se il logaritmo é iperbolico, avremo 

1 ,p—Ln, ed n^=\-*~Ln-{-^L 2 n-{-~L 3 n -+- -j~L'>n-{-cc. Diqul 

„rn = , -kZ,„w- 4-; iv+c c. =1 -\-mLn-+-iLn m Ln m -\-ec.=.... 
i-t-mZn-f- 4 /n a Z a »-f- T .V»i 3 Z/ , n-t- ec. ; e se sia n—e, intenden- 
do per e la base dei logaritmi iperbolici ( 454 ), sarà Z»=.. 
Le 1 (444.%°;, ed e=>i — I — 1 — i — i — I— 1 .7— 1-ec. =2, 71828 1 82845 y. 
Sarà pure c x — 1 

i 1.5 2.3.4 


Digitized by Google 


ao9 


Applicazioni dell’ Algebra alle regole superiori 
dell’ Aritmetica 

462 . Regola del tre. Dati tre termini di una proporzio- 
ne geometrica si può sempre trovare il quarto proporzionale, che 
è uno degli estremi , o uno dei medj (354)- Il metodo che in- 
segna a trovare questo quarto proporzionale si chiama regoladel 
tre. Questo metodo fondato sui principi già stabiliti non offre 
altra difficoltà che quella di giungere a ben rilevare dal quesi- 
to quali sieno i termini estremi e quali i medj , ovvero qual sia 
l’ordine in cui debbono collocarsi per metterli in proporzione. 

463. A tale effetto si rendono necessarie le tre seguenti os- 
servazioni. 1 *. Dei tre termini dati, due sono sempre omogenei 
fra loro, cioè spettano a quantità relative ad uno stesso genere di 
cose ; e il terzo, detto ancora solitario , è omogeneo al nuovo 
che si cerca. Cosi proponendosi: se 19 uomini hanno fatto un 
determinato lavoro in i5 giorni, 3o uomini in quanti giorni ne 
faranno altrettanto? in questo quesito sono visibilmente omogenei 
fra loro il 19 e il 3o , l’uno e l’altro dei quali rappresentano 
quantità di uomini: mentre il solitario i5, egualmente che il 
numero che si cerca, indicano quantità di tempo o di giorni. 

2 *. Dei due omogenei dati, l’uno è con interrogazione, 
l’altro è senza. Nell’esempio citalo allorché si dice che 19 uo- 
mini hanno fatto un lavoro in i5 giorni, niente si domanda , e 
solo si asserisce o si narra una cosa avvenuta , onde 1 ’ omogeneo 
dato 19 è qui senza interrogazione; ma quando poi si passa a 
cercare in quanto tempo compiranno il dato lavoro 3o uomini , 
si fa relativamente a questi 3o uomini una domanda , e il ter- 
mine 3o è dunque l’ omogenee) con interrogazione. 

3 . In fine la regola del tre è talora diretta e talora in- 
versa. JK diretta, qualora crescendo a scemando l’omogeneo con 
interrogazione, si prevede che dovrà proporzionatamente cre- 
scere o scemare con esso la quantità che si cerca; è inversa nel 
caso opposto (352). Così nell’esempio addotto la regola è inver- 
sa. essendo manifesto che quanto fossero in maggiore o minor 

r. 1. - t4 
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numero gli uomini che si vogliono impiegare, altrettanto sareb- 
be all’opposto miuore o maggiore il numero dei giorni uei 
quali si troverebbe compito il lavoro. Ma se si proponesse: 5 o 
braccia di panno son costate 80 lire , quanto costeranno 3 g 
braccia? la regola sarebbe diretta, poiché è ben chiaro che 
quante più o meno braccia si staccheranno , tanto più o meno 
denaro converrà dare in pagamento. 

46 ‘ 4 - Tutto questo premesso, ecco il metodo costante da te- 
nersi per ben disporre i termini nella regola del tre. Rilevali 
dal quesito i due termini omogenei, si collocherà in primo luo- 
go l' omogeneo senza interrogazione , dipoi quello con in- 
terrogazione. Quindi se la regola ò diretta si porrà in terzo 
luogo il solitario , e in ultimo l’ incognita x che sta in luogo 
del termine ignoto ( 354 ). Se poi la regola è inversa, si por- 
rà in terzo luogo V incognita x, e in ultimo il solitario. Cosi 
nel primo dei due esempj arrecati, nel quale l’omogeneo senza 
interrogazione è 19, l’altro 3 o, il solitario è i 5 , e la regola co- 
me abbiamo veduto è inversa, si scriverà 19 : 3 o : : x: 1 5 5 ed 
operando in seguito secondo i precetti già dati nelle proporzio- 

ni {ivi), avremo 3 o.r=i 5 X ' 9 , ed x ^ -=9 ~ numero dei 

giorni cercati. E nel secondo esempio, nel quale 1 ’ omogcuco sen- 
za interrogazione è So, l’altro 3 g, il solitario 80, e la regola è 

V .. c , „ . 39X80 „ 2 

diretta , porremo 00 : 09 : : 80 : x , e saia — -j— =62 - , 

prezzo delle 39 braccia di panno. 

46 ’ 5 . Si osserv i che prima di trovare il valore del termine 
incognito sarà bene di rendere più semplici, qualora si possa, i ter- 
mini dati , il che ha luogo tutte le volte che un medio ed un 
estremo si posson dividere per un numero stesso (35y). 

466. ]Non sempre sono date tic quantità , e se ne cerca una 
quarta: alcune volle sono date cinque quantità, esc ne cerea una 
sesta; altre volte ne sono date sette, e se ne cerca un’ottava, ec. 
11 metodo col quale si determina questa sesta, ovvero ottava 
quantità dicesi regola delire composta, ossia regola del cinque, 
del sette, ec. Di queste cinque o sette quantità date, due a due 
debbono essere omogenee fra loro , e la rimanente è solitaria , 


a 1 1 


ed a questa deve essere omogenea la quantità che si cerca e die 
si determina col metodo seguente. 

Si prendano due qualunque delle quantità omogenee date , 
e si stabilisca tra loro e la solitaria una regola del tre inversa o 
diretta, secondo che la natura della questione ridotta a questi 
soli tre termini porterebbe. Quindi si prendano le altre due 
omogenee date, e si stabilisca una seconda regola del tre fra 
queste e il risili lamento precedente} ciò clic proviene da quest’ ul- 
tima operazione sarà la quantità cercata , se cinque sole sono le 
quantità date. Che se sono sette, si prosegua instiluendo una ter- 
za regola del tre fra le due quantità rimanenti e 1’ ultimo ri» 
sultamento , e ciò che ne deriva equivarrà a ciò elicsi cerca. E 
così si continuerà, se le quantità date sieno nove, undici oc. 

Es. I. Sono state falte i 3 n canne di fossa da 3 o uomini in 
giorni 18, quante ne farebbero 54 uomini in a8 giorni? Qui le 
quantità omogenee fra loro sono 3 o uomini e 54 uomini } 1 8 gior- 
ni e 28 giorni} la quantità solitaria ò le i 3 a canne, a cui ò 
omogenea la quantità che si cerca; incomincio adunque dal fa- 
ve la prima regola del tre dicendo: se 3 o uomini fanno i 3 a can- 
ne, quante ne faranno 54 ? e come la regola è visibilmente di- 
retta, trovo 237,6“, lavoro di 54 uomini in 18 giorni. Passo alla 
secouda regola del tre e dico: se in 1 8 giorni si fanno canne 2 3 7, 6‘, 
quante se ne faranno in 28 ? E qui pure la regola essendo di- 
retta trovo canne 369,6, lavoro di 54 uomini in 28 giorni, 

Es. II. Un mobile con la celerità c ha percorso lo spazio s 
nel tempo t ; in qual tempo T avrebbe percorso lo spazio S con 
la celerità C? Diremo: se il mobile con la celerilà c lia per- 
corso lo spazio s nel tempo t, in qual tempo con la stessa ce- 
lerità avrebbe percorso lo spazio S ? caso di regola diretta, i 

perchè un maggiore spazio richiede un maggior tempo per es- 
ser qiercorso. Porremo dunque s : S‘: : t: x~~— : quindi pro- 
seguendo diremo: se con la celerità c il mobile avrebbe percor- 
so lo spazio S nel tempo qual tempo E avrebbe impiegato 

con la celerilà C- ! caso di regola inversa, perchè crescendo la 
velocità scema il temilo necessario a percorrere uno spazio as- 
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tS tS 

segnato : porremo dunque c : C : : T:~ 9 ovvero C:c : T,ei 


avremo 


etS 

Cs 


467. E qui giova osservare clje se i valori c,s, t si prendano 
per unità di confronto odi misura, alla quale si riferiscano i cor- 
rispondenti valori di C, S, T, avremo c=i . s— 1 , £=1 ; e quinr 


di Z== -, , d’onde ancora C-= jì , S— C 7 \ formule notissime 

tra i Meccanici, i quali sogliono annunziarle dicendo che il tem- 
po eguaglia lo spazio diviso per la celerità ; la celerità e- 
guaglia lo spazio diviso per il tempo ; lo spazio eguaglia il 
tempo nella celerità , modi di dire che debbon prendersi in sen- 
so relativo e non assoluto ; cioè le celerità , gli spazj e i tempi 
non debbon cousiderarvisi per ciò che sono in natura , ma ben- 
sì per il rapporto numerico che ciascuna di queste quantità da- 
te trovasi avere con altre quantità della loro respettiva specie, le 
quali si assumono come eguali all’ unità , o come unità di misura. 

468 . Se nell’ esempio 1 °. ( 466 ) si chiami j il termine igno- 
to della prima proporzione , x quello della seconda, avremo 1*. 
3 o : 54 •” 1 3 a :y, 1*. 1 8 : 28 :: y : x , e moltiplicando l’ una per 
l’altra (357) 3oX*8:54X28 :: livy -xy, ossia schisando per 

y l’ultima ragione, 3 oX 18 : 54 X 28 :: i 3 a ~ 3 =.. 

369,6. Nel modo stesso il 11 °. esempio darebbe i*, s : S::t :y, 
a 1 . c:C::x:y, e dividendo l’una per l’altra — ; ; : — : i, ossia 

47 1 C C X 

- : ^ :: t: x — T— -^r • Da ciò si apprende che i quesiti di re- 


gola composta si posson risolvere ancora senza passare per più re- 
gole del tre semplici , institucndo immediatamente una pro- 
porzione col prodotto di tutti gli omogenei senza interroga- 
zione per primo termine, con quello di tutti gli omogenei con in- 
terrogazione per secondo termine, col solitario al solito in terzo 
luogo, e in ultimo colla quantità che si cerca ; e ciò nel caso 
che tutte le regole sieno dirette. Se poi vi sieno regole inverse, 
gli omogenei di queste, respettivamente moltiplicati fra loro, si 
daranno per divisori ai prodotti dei corrispondenti omogenei del- 
le regole dirette. 
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E se due sole sieno le regole, diretta l’una, inversa l’al- 
tra, non si fam che dividerei due omogenei della prima per quel- 
li della seconda. 

469. La regola del tre è di grandissimo uso in tutte le 
parti delle Matematiche: ma qui non potremmo farne applica- 
zioni più utili delle seguenti. 

Regola di semplice falsa posizione. E cosi chiamala una 
regola, con la quale gli Aritmetici sciolgono non poca parte dei 
problemi di i.° grado, indipendentemente da ogni metodo al- 
gebrico. In luogo dell’ incognita x assumono qualunque numero 
arbitrario a , e sperimentando su questo le condizioni del Pro- 
blema , se in luogo del vero risultamento q trovano il falso q t 
instituiscono la proporzione q x : q : : a: x , d’ onde hanno x= 

Cosi : voglio un numero tale che la metà, il quarto e il quinto di 

esso formino 456 . Suppongo che sia' 20 ; di cui 10 èia medi, 5 il 
quarto, 4 il quinto. Or queste parti sommate danno il falso ri- 
sultamento 19 in luogo del vero 456 . Dunque 19 : 456 : : 20 : 
a?=*48o > numero cercato. 

470. Questo metodo non può peraltro estendersi che a 
quei soli Problemi, i quali o direttamente o per via di qualche 
facile industria, portano ad un’equazione della forma px=*=q. 
Allora la supposizione del numero arbitrario a in luogo di x , 
dk luogo all’ equazione ap=q x , per cui divisa l’ altra poc=q si 

ha f e quindi ( 356 ) q t : q : : a : x. 

471. Che se 1 ’ equazione del Problema sia della forma più 
generale px-\-r=qx-\-s , allora, presi due numeri arbitrarj a„ 
a ì} e sperimentate su di questi le condizioni , si supponga che si 
trovino gli errori e X} e,, cioè che il primo risultamento diver- 
sifichi dal vero di a, l’altro di e,. Avremo dunque le due e- 
quazioni aip-\-r—aiq-{-s- t-ei, a*p-\-r=a % q-\rs-)re % . Da que- 
ste sottraendo la data px~\-r=qx-\-s avremo (p — q)(a x — x)—e lt 

[p — — x)=e,j e dividendo l’una per P altra, 5 d* 


V 


onde 


a, — a,e, . . . a,e,-t-a,e, . 1 1* 

= , che si cangia in x= nel caso che gli 

e,— e, s «H-e» . 
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errori e, , e, supposti da noi di segno eguale, sieno di meglio di- 
verso. Di qui la seguente regola di doppia falsa posizione. 

Supposti due numeri ad arbitrio , sperimento in essi te con- 
dizioni del problema ; se V uno o f altro vi soddisfanno, il 
problema è sciolto : se no, scrivo i due errori positivi o ne- 
gativi che ne risultano. Moltiplico (putidi ciascuna posizione 
per V errar dell 3 altra, e secondo che gli errori son simili o 
dissimili ( cioè con lo stesso o con diverso segno ) divido la 
differenza o la somma dei prodotti per la differenza o som- 
ma degli errori : il quoziente è il numero cercato. 

Esempio. Un Giocatore scommette ìs contro 8 ad ogni 
partita; ne fa io e tira 20: (piante ne ha vinte? Suppongo q, 
e dovrà aver 72; e poiché ne perde i , dovrà dar 12: tirereb- 
be perciò 60 , e dovea tirar 20 ; vi è dunque un errore di -Kjo. 
Suppongo 8, c dovrà aver C >4 ! e poiché ne perde 2, dovrà dar 
2 /j : tirerebbe perciò 4o, e dovea tirar 20; 

vi è dunque un errore di -4-20. Dispongo Er* 40 eT + 'io 

come di fianco leposizioni e glierrori. 

Moltiplico () per 20, e 8 per 4 o, e poiché gli errori son simi- 
li, divido la differenza i4o dei prodotti per la differenza 20 
degli errori , ed ho 7 partite vinte. Se invece di 8 avessi 
supposto 3 , la vincita sarebbe 24. la perdita 84 » il dare (io, 
e perciò l’errore — 80: moltiplicando c) per 80, e 3 per 4 o» 
e dividendo la somma 84o dei prodotti per la somma 120 degli 
errori, che son dissimili, verrebbe 7 come prima. 

472. Usando la regola in questo modo, il calcolo condurrà 
rettamente al Yalor dell’incognita. Ma si avverta i°. di appli- 
carla a problemi possibili, perché in caso di x assurdo, lo sarà 
anche il risiti lamento ; 2 U . di prender negativi i risul lamenti 
quando lo esiga l’ indole del problema, poiché la regola li dà 
positivi, se tali furono le posizioni: 3 ". di operar sulla secon- 
da posizione con l’ordine che si osservò nella prima, altrimenti 
il risultameuto non sarebbe proporzionale e la regola fallirebbe. 

473. Regola di alligazione. Due materie Mi , M, costa- 
no p, , », la libbra. Mescolando ni, libbre dell’una con m, 
deH’altra, qual sarà il prezzo p di m libbre della materia il 


cosi composta? Se una libbra della prima materia costa p l , 

libbre costeranno mipu come costeranno m , /> , le ni , dell’./rltra. 

Sarà dunque mipi+m,;;,; il prezzo totale del coif^isto : ma 

questo è di libbre avremo dunque nii+m, : m ì p l -k-. .. 

. , m,p,-\-m,p, 

m*p % ::m:p= ; clic se m= t .sarà o= — — — - • 

prezzo di una libbra della materia composta M. 

4 7 4, Ma se all’opposto si cercbi in qual rapporto deli- 
bali mescolarsi le due materie, aflìnchè ne risulti un composto 
di un determinato prezzo p , avremo dall’ultima equazione m , : 
m t ::p , — p -p — pi. Potremo dunque pirre mi=-a r p , — p) , 
m. x =a(p — pi), e dato ad «qualunque valore ad arbitrio, tut- 
ti i valori che risulteranno per m t , m t risolveranno il quesito. 

4 7 5. Regola di società. Tre Negozianti coi capitali e,, 
c, , Ci han fatta società di commercio. Il guadagno comune è sta- 
to g; (piai sarà il guadagno parziale di ciascheduno? Si chiami- 
no x,y, z i tre guadagni: è chiaro che ciascun di questi dovrà 
stare al guadagno comune g, come al capitale comune c I -Hc,-4- 
d stanno respettivamente i capitali parziali ci, c, , c 3 . Avre- 
mo dunque per il primo x:g :: : CiH-c.-4-Cs , e quindi x= 

— , e nel modo stesso si troveranno y e z. 

4 7 6 - Due Negozianti hanno posti in società i capitali ci , c, 
l’uno per il tempo t, , l’altro per il tempo t , : il guadagno co- 
mune è stato g: qual parte deve averne ciascuno? I guadagni 
paiAiali x, ^debbono in questo caso esser proporzionali non so- 
lo al capitale impiegato, ma ancora alla durata dell’impiego, 
cioè debbono stare in ragion composta del capitale e del tempo, 
o come il prodotto di questo in quello (46 7 ). Avremo dunque 
x:y :: edititi , e quindi (35 7 ) x: x-+y :: Citi'. c s *H-c«*, ;ma 

. j gC'jf, 

m ipotesi x-hy=g, dunque x= - ( 

4 77 . Tre cagioni operando separatamente producono i tre 
effetti e t , e,, ej nei tempi t, , £, , ti. Qual effetto e produr- 
ranno nel coniun tempo t. Chiamati x, y, z gli effetti separati 

e corrispondenti al tempo t, avremo t, : e t :: l : • r== ~f > come 
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guai mente }" == ~ , z~ *-— ■ Quindi peri* effetto contemporaneo 


e=t(~- -4- ~ p V Clic se vogliamo il tempo in cui le tre ca- 
g ioni riunite produrranno il dato effetto e, avremo l= . . . 



478. Regola {l'interesse o frutto. Cosi chiamasi la re- 
gola che determina il fruito annuo o d’ un puro capitale o d’un 
rapitale unito ai suoi fratti: nel primo caso l’interesse è sem- 
plice , nel secondo é composto. Ecco i due più comuni proble- 
mi dell’uno c dell’altro. • 

Frutto semplice. I. Diedi lire i 56 ooall ’8 per 100: che 
mi si deve per sorte e frutti dopo anni 5 ? Sia £=5 il tempi, 
77=1 56 oo la sorte , r il frutto annuo d’ una lira , che si ha dal- 
la proporzione 100:8:: 1 :r=o,o8: e poiché 1 lira in anni 1 
frutta r, le lire p in anni t frutteranno prt (468) : si avrà dun* 
que tra sorte e frutti la somma s=-p(_ì -\-rt )— 21 84o lir. 

479. II- Riscossa oggi la mia pensione annua di lir. 1000 
la lascio in seguito per anni 8 al 5 per 100: quanto mi si do- 
vrà dopo quel tempo? Sia f=8, 77=1000, r il frutto annuo 
d’una lira: e poiché la pensione si paga a fin d’anno, onde 
uel primo non frutta , il frutto del secondo sarà pr, del terzo 
2 pr, e del t mn sarà {t — 1 )pr, dunque i frutti sono pr-h^pt — h 

3 pi'-ir -K* — i )pr=fj(t — 1 ) (3G7), che con le pensioni pt, 

danno s*= j pt( 9 .-\-r(t — 1 ))= 94 oo lir. 

48 o. Frutto composto. I. Impiegai lir. 20000 al 5 per 100, 
formando ogni anno un nuovo capitale di esse e del loro frutto : 
che mi si deve in tutto dopo 6 anni ? Si ha f= 6, 77=20000 , 
r=o,o 5 , <7— = i ,o 5 , capitale e frutto d’una lira: e poi- 

ché la sorte 1 produce q sorte e frutto nel prim’anno , la sorte 
q produrrà q 1 - sorte e frutto nel secondo; così produrrà q* nel 
terzo, c q l nel t mo . Frattanto se la sorte 1 divien q l , la sorte p 
diverrà pq<=--s somma cercata, da cui tolto p si avrà di puri frul- 
li s ì —p , q l — 1). Per avere s in numeri applico i logaritmi, ed 
ho Ls=Lpq t ={^i\ 8 )Lp-+-Lq t =(/\/iC)')Lp-htLq. Ora £77—. . . 
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Ì9.oooo=4i3oio3oo; Lq=L 1 ,o 5 =0,02 1 1 893 5 tl>q (iLq*f* 
0,1 271 358; valori che sostituiti danno Z,5=4>4 2 8i(>58= .. 

£26801,91; onde *=26801,91. 

481. II. Impiego annualmente al 4 per 100 una pensione 
we=a4oo*, rilasciando i frutti in capitale: qual è il mio credito do- 
po anni f=8 ? Posto r=o,o4 e 7=1 ,o4, poiché al fin del prim’ an- 
no il mio credito è p, del secondo p{i-^~r)-\-p=p-\-pq, del ter- 
zo (p-hpq){ 1 -+-r)-\-p=p-ì-pq-\-p<l % • ec. il totale al fin dell’ an- 
no* sarà p+pq+pq*- -+-p<7 £_, = . pW -Z !1q 7 ^ s . Per ridur- 
re a numeri il valor di * in- /<j= ^^04— q,q <70333 
stituisco il calcolo come di fian- tLq=^LiflA= 0,1 362664 =Zi, 368568 

co, cercando prima a parte col ~ 

. , • *1 1 1= U,ioo5oo 

mezzo dei logaritmi il valore =9,5665 \ 76 -+• 

di q 1 -. sottraendone quindi l’u- Zp=fà 400 =3,3802 n2 -t- 

nita per aver quello di <7'— 1; /^LOfii =8,6020600 - 
poi sommando il logaritmo del Log difl » —4,3446688 =£22114,08 
valor trovato di q l — 1 col lo- = 22(14,08 

garitmo di p-, togliendo infine dalla somma qu-llo di r; il nu- 
mero corrispondente al logaritmo residuo equivarrà al valor cer- 
cato di s. Infatti la formula dà Ls=Lp-\-L(q l — 0 — Lr. 

482. Si noti che in tutti i casi d’interesse compostose* è 
frazionario, dovremo prima calcolare s per la sola parte intera 
di *, e quindi far uso delle formule del frutto semplice per de- 
terminare ciò che il valor trovato di s diverrà nella parte di * 
che rimane. Infatti non entra il frutto in capitale se non 
quando è realmente esigibile, cioè al termine completo dell’ an- 
no o del mese, secondo che si sarà convenuto. Nel tempo inter- 
medio è unicamente il capitale che rende frutto, e quest > è dun- 
que allora semplice e non composto. Eccone un esempio. 

Un capitale di lire 355 al frutto composto del 5j per 
100, in anni 20* che renderà? Cercheremo prima di tutto quan- 
to renderà in auni 20; e poiché abbiamo ^=355,5 ,<7=1,0575, 

*=2 o ed (48o) s=pq t ', sarà 

2 o X 0,0 2 4 2 8 o 4=3 ,o36/j 4 7 G=Z, 1087,546. Quan t o al l 'aumento 
dovuto per il mezz'anno che resta si avrà dalla formula del 
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frutto semplice (478) s=p(\-\-rt') , ponendo ^7=1087,546,... 
!•=(.>, 007 5 , *=0,5: onde 1 -+-/ , l= 1,0287 5 , e quindi Ls=Lp-\~ 
Z,(i-Wt)= 3 SV) 364476 -l-o,oi 23 o 9 q= 3 ,o 487575 =Zi 1 18,81 3 
ìenditn totale cercata. 

483 . Da tutte le trovale equazioni , date tre delle quattro 
quantità p, /•( ovvero q ), s, t, vien sempre la quarta. Nei ca- 
si però d’ interesse composto il valor di t non potrà aversi che 
col mezzo della falsa posizione, opiù speditamente coi logarit- 
mi. Eccone un esempio nel (piale si cerea t. 

In qual tempo t un capitale j7=355J al fruito composto 
di 5 1 per 100 diverrà s=i 1 18,81 3 ? 

Dalla formula s=pq l si avrebbe, come sopra, Ls= Lp-\- 

,Lq, e quindi t= = dunque Lt=Lo,\<. m 180 

— £o,o 34 a 8 t> 4 = i, 3 i 19019 =Z.20,5o7 , valore però non 
del tutto esatto, per ciò che dicemmo (482), quanto alla parte 
frazionaria. Per rettificarlo si cercherà qual diverrebbe precisa- 
mente il capitale proposto in auni 20 completi : troveremo, co- 
me sopra, s= 1087,546. Quindi col mezzo della formula s= 
p(_i-{-rt) si cercherà in qual tempo t questo nuovo capitale, im- 
piegato al frutto semplice, diverrà iii 8 , 8 i 3 , ed avremo *•=... 

lt—l(s — p') — (Ip-\-lr')=i , 4 y 5 o 86 a — 1,7961 1 54 = 

9,69897 o8=Zo , 5 come doveva essere (482). 

484 - Regola di sconto. A creditore di una somma s esi- 
gibile fra t anni, chiede oggi l’anticipazione del pagamento, ac- 
cordando V abbono o sconto di /• per 1 . Con qual somma p po- 
tremo saldarlo ? E chiaro dover p corrispondere ad un capitale 
che in t anni tra sorte c frutti divenga s ■, perciò se lo sconto 

è semplice sarà (478) p= , se è composto (48o) ^=— . 

485 . Dovendo A pagare a lì per* anni una rendita p, con- 
viene di saldarlo oggi interamente, purché gli venga abbonato 
lo sconto di /• per 1. Con qual somma x potrà far questo saldo? 
Come nel caso precedente, x dovrà equivalere ad untai capita- 
le, che impiegalo ad r per 1 salga in t anni a quel tanto, acni 
monterebbero le rendite anno per anno riscosse da B, e iinmedia- 
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tornente da esso impiegate : cioè se Io sconto è semplice ad s— 
\pt{'2-+-r(l — i)) ( 479 ). sc ‘ è composto ad s—- ~ ~ * ^ (48 1). Sosti- 
tuiti dunque questi valori in luogo di s nelle formule p= 


» 

t-t-rt 


nel primo caso, e — nel secondo , avremo per la cercata som- 
ma, se si tratti di frutto semplice x — j se com . 

p(a‘ — t) 

posto 

486 . A vende a fi un appezzamento boschivo , dal quale 
ogni Z anni, alla ricorrenza del taglio, si ritraggono scudi s. Sup- 
ponendo scorsi anni z, dal taglio ultimo, si domanda il valore 
attuale dell’ appczzamento , valutato lo sconto semplice di r per 1 . 
Il legname iu essere è un capitale che diverrà s in capo 

al tempo z — Zi: dunque oggi vale ( 484 ) p= 


.11 


suo- 


lo sarà dopo il taglio un capitale che in t anni renderà il frutto 
s, e che perciò a quell’epoca varrà /?,= - : ma oggi non co- 
sta che un capitale p 2 tale da divenir p t tra sorte e frutti ne- 
gli anni z — Z, che mancano al taglio. Sarà dunque 1 ’ alluni prezzo 


del suolo p 1 -- 


( 484 ) 


$ onde per il va- 


lor totale dell’appczzamento avremo y-t-n , = 0 — 

1 “ ‘ — t,)) 

Che se lo scoli to debba esser composto, come in questi casi è più 
naturale e più conforme all’uso, avremo allora p=~^j,p l z=i.. 

/-'.(/-o ’ p+P'^-jlìi ■ C ^ 8 °)- 

487. Annualità. Data al frutto semplice di r peri una sor- 
te p, risolvo di consumare in z anni e sorte e frutti , ritirando 
annualmente uu’egual somma x. Cerco x. Ai termine del i°. 
anno il mio credito è (48 1) p( 1 -t-r), da cui tolta x, resta frut- 
tifera per il anno la sorte ^;(i-t-r) — x. Questa al termine 
del nuovo anno diviene (48i).s=Q?(i-t-r) — ar)(i-f r)=jj(i-l-r) 2 
— x{ 1 -t~/'), e tolta x resta fruttifera per tutto il 3°. annolasor- 
tc />( 1 - 4 -r) 2 — x( 1 - 4 -/',' — x. Al termine di questo la nuova sorte 
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diviene (p( 1 -4-r)* — 1 -4-r) — x)( 1 -t-r)=£>( 1 -+-r) 3 — *( i -f-r) s — 
a:(i-t-r), e tolta a: resta per il 4°- anno />( 1 -4-r) 1 — a:(i-t-r)*_ 
,r( j H-r) — x. Cosi continuando si troverà per Tanno 5°. />( i -4- 
r)’'—x( , -4-r) 1 — x( ì -4-r) 2 — x( ì -4-r) — a:, per il 6°. /<i-l-r) 5 - 
:r(,-t- r )4 — ar(i-t-r) 3 — a;(i-+-r) 2 — a:(i-+-r) — x, e per Tanno 
/-4-i in generale p{ ì -4-r)* — a?(i-t-r) <_1 — ar(i-+-r) i-a — ec. — x, 
ove tutti i termini negativi formano una progressione geome- 
trica decrescente (3Go), in cui abbiamo a=a:(i-4-r) /_I , <a=.... 

x, — . La somma di questi termini sarà dunque 5=- X 
— i), e quindi per la sorte residua al principiar del Tare- 


no £-|-i, avremo p( 1 -4-r)* — — (( i-t-r)* — -1 ) . clic dovendo per 

condizione essere zero, darà x= E qui pure come 

in tutte le formule precedenti date tre delle quattro quantità 
p, r, t, x potrà aversi la quarta. Ecco un esempio in cui T in- 
cognita è t. 

Per qual tempo t deve cedersi una rendita a di scudi 369.4, 
onde estinguere un debito p di scudi 9.6q34, valutato il frutto sem- 
plice a 54 per too? 

787 2tSSt 4 

Avremo ar=a*=-y , p= —5— , r=— , ( 1 -4-r)*= ^^7 . •— 

„ . , „ , (a — l(a — pr) 0,3445-191 „ 

,/( i -4-r)=ta l(a pr), e £=- /(4+r) 7 =0^25658 * ^ uu ^ ue 

/=/o,34454f) 1 — fo, 0225658=1, i838oo4*=Ji5, 2686, cioè t= 

anni 1 5, mesi 3 e giorni 7. 

488. Termineremo l’Algebra con alcuni Quesiti, che attesa la loro varia na- 
tura, dovranno sciogliersi dai Principianti parte nel primo e parte nel secondo anno 
dello studio. 

I. Ho sottratti l’un dall’ altro due numeri, ambedue con cifre eguali, ma dif- 
ferentemente disposte; e tolta una cifra dal resto la somma delle rimanenti è stala 
45. Che cifra ho tolta? Ris. 3. 

II. Presi 5 numeri consecutivi ho moltiplicati i due estremi, ho sommato il 
prodotto con 4, ho quadruplicata la somma, ho poi diviso due volte per il nume- 
ro medio, ho raddoppialo l’ultimo quoziente, e infine ho tolta un’ unità . Che mi 
è rimasto? Ris. 7. 

III. Ho moltiplicalo uno stesso numero per 2, poi per 3, e aggiunto 6 al primo 
prodotto, 8 al secondo, ho lutto sommato insieme c raddoppiato. Rigettale in &€- 
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gliito le prime cifre di ciò che ho avuto, • ritenuta 1* ultima l’ho divisa per 4 . 
Qual è stato il quoziente ? Ris. 2. 

IV. Decomporre in rotti parziali la frazione — — . /{;.*. . . # 

4 4 t 47 4 z-4-2 

6 ( 1 — *)’ 1 4(<— *)>" h 72(<— *) + 8(<H-*) 4 ’9(<-l-»-l -**)' 

V. A chi mi domandò che ora fosse, risposi: tre quarti dell’ ore battute son 
due terzi dell’ ore che batteranno. Quali ore erano? Ris. 8. 

VI. Uno avea 6* quando ritirò il salario di 5 mesi : due mesi dopo avea pia spe- 
si f del suo denaro; ma riscosso il salario, si trovò con 99*- Quanto avea il mese? 
Ris. 30*. 

VII. Una Contadina porla dell’ uova a! mercato , e ad un primo avventore ne 
Vende la metà più y j ad un secondo la metà delle rimanenti più J ; ad un terzo 
la metà delle rimanenti più y : dopo di che non le ne restarono che 2. Quante ne 
aveva? Ris. 23. 

Vili. Un ricco Signore proprietario di 1*10000 scudi lascia morendo la moglie 
incinta, e dispone che nascendo un maschio sia erede per i due terzi, e per l’altro 
terzo la madre; nascendo una femmina, abbia i due terzi la madre, il riniaueule 
la figlia. Accade che nascono insieme un maschio cd una femmina. Come distri* 
buirele l’eredità? Ris. Si daranno al maschio 80000 scudi, alla femmina 20000, 
alla madre 40000. 

IX. Dando 3 soldi per uno a dei poveri , mi mancano 9 soldi; ma dandone 
2 , me ne avanzan 2. Quanti sono i soldi ed i poveri? Ris. I soldi son 24 e i po- 
veri 4 4 . 


X. L’ età a di uno è mf la di quella di suo figlio; tra quanti anni sarà w**« ? 

m a(m — n) 

Ris. Tra anni — — . 

m(n — 1) 

XI. C Cacciatore promette a B una somma b per ogni scarica in vano, e 7? pro- 
mette a C una somma a per ogni scarica in pieuo. Dopo uu numero n di scariche 
o Ce B nulla si debbono, o C deve a B una quantità d, o B la deve a C . Trovare 

in generale le scariche x a vuoto. Ris. x= - — . 

a-\~b 

XII. Diviso un numero x in m ed in /w-H parti eguali, » lor prodotti si egua- 


gliano. Cerco x. Ris. 




XIII. Con a carte si fanno b monti d’egual numero c di punti , e la prima car- 

ta di ciascun monte vai 10 se c figura, 4 se è asso , 2 se è due ec., ma 1’ altre 
carte dei monte vaglion ciascuna un sol punto. Fatti i monti e rese le carte d avan- 
zate, se ne avanzano, si chiede quanti punti x facciano le prime carte di tutti i 
monti x=d-\-b(c- Hi) — <*• 

XIV. Duo lascia ai nipoti 120099*, cioè 42900* a ciascun maschio , e 9000 a 


Digitized by Google 



222 


ciascun.-» femmina. Se avesse lasciate 9000* ai maschi e 12000 alle femmine, sa- 
rebbero avanzale 9000*. Quanti sono gli uni e P altre? Ris. 7 maschi e 4 femmine. 

XV. Con una divisione di Svizzeri, una di Sassoni, una di Fiamminghi, si 
vuole espugnare una Piazza ; il che se riesce vengono promessi ai Soldati rnsponi 
90 i , dei quali dovranno averne uno a lesta quelli della Compagnia chela prima 
penetrerà nella breccia, e il resto dovrà distribuirsi per egual porzione a lutti gli 
altri. Or si trova che se la breccia verrà superata dagli Svizzeri, gli altri avranno y 
ruspone, se dai Sassoni y, se dai Fiamminghi ^ . A quanto ascendeva la truppa? 
Ris . A 1537 uomini. 

XVI. I crediti di 7 persone sommati a 6 a 6 fanno 994, 1036, 840, 9 10, 896 , 
952, 882. Qual credilo ha ciascuna ? Ris. Il credilo d 9 una è 91 , e di qui gli altri. 

XVII. si raddoppia coi suoi i danari di lì e di C , quindi fì li raddoppia ad A 
e a C, e poi C ad A c a B , ed in fine ciascuno ha 16*. Quanto aveano in princi- 
pio ? Ris. Suppongo x,J' y z; e trovo z=.8 f e di qui x y y . 

XVIII. Qual è il numero x le cui potenze m,m-f-2 prese Pump e P altra g 
volte, si eguagliano ? Ris. *=Vps- 

XIX. Suu 20 tra uomini e donne in una Locanda , e gli uni e P altre spen- 
dono 24*; ma ogn’uomo spende 1* più d’ ogni donna. Quanti son gli uni e l’altre? 
Ris. Gli uomini sono 8. 

XX. Due Contadine portano insieme 100 polli al mercato: e quantunque 
ognuna gli venda a differente prezzo, ianuo per altro uno stesso guadagno. Se Puna 
avesse avuti quelli dell’ altra, il guadagno della prima sarebbe stato di 15 tolleri, 
quello della seconda di tolleri 6 y . Quanti erano i polli? Ris. 1 polli della prima 
erauo 40, quelli delia seconda 60. 

XXI. Le tre cifre d’ un numero son tali che il loro prodotto è 54, la somma 
dell’ estreme divisa per la media è 6, e sottratto 594 dal numero, si hanno le tre 
ciire stesse in ordiue inverso. Che numero è? Ris. 923. 

XXII. 11 Comandante d’una Fortezza assediata scrive al Generale che Unte sono 
le centinaia de’ suoi ‘Soldati, quante le unità nella radice positiva dell’ equazione 

— 2x a — f8x=28. Come spiegherete la cifra? Ris. I Soldati erano 200. 

XXIII. Un vetturale trasportando un caratello di vinone leva per tre volte do- 
dici fiaschi, ed ogni volta lo riempie con P acqua. Sospettatosi del furto, e decom- 
posto il fluido vi si trovarono 55 fiaschi di vin puro. Quanti ne conteneva il cara- 
tello? Ris. x=86,2228. 

XXIV. Risolver P equazioni x*-|-6x* — f 2x-+-6.=0, ed x* — < 8x’-f-25x-H>-= 0. 
Ris. 1 divisori della f a . sono x y -*-x)/ — 6-+^— 6; della 2 a . sono x 1 — 5x-f-6 cd 
x a -H*x-M . 

XXV. Trovar per approssimazione una delie tre radici reidi dell’equazione 
x * — 1 3x-4-5=U. Ris. x=— 3,7843. 

XXVI. Con monete di 10 e di 5 paoli iu quanti modi può. farsi la somma di 
paoli 405? Ris. In 41 modi. 


\ 
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XXV (I. Quali sono i numeri multipli di 7 die divisi per 4 , 5 e 6, danno 4 
di resto. Ris. 301, 721, 1141, ec. 

XXVIII. E egli possibile di far 191 con monete di 24«> , -,di 12, e di 6? Ri*. 
Impossibile. 

XXIX. Correndo 9 di Ciclo Solare e Lunare c 3 d' Indizione, apparve in 
Ciclo una grande e singoiar Cometa, die anno era? Ris. il 1680. 

XXX. Trovar due numeri x, y la cui somma sia il (quadrato di x*-4y. Rit. 

Aa a- • 

x= — ; di qui r. 

{A~ ay-\-a* ^ J 

XXXI. Trovar tre numeri interi z tali che moltiplicandoli a 2 a 2 e ag- 
giungendo & a ciascun prodotto, si abbia sempre un quadrato. Ris. Fallo xy~^b=Q f 
si troverà xz-hi=(x-t-y / ()y j yz-hi>=(j -i-y Q)‘. 

XXXII. Un Viaggiatore ossenando le rarità di una Casa illustre diToseana, s* 
invaghì di varj Quadri di due diverse Scuole e soprattutto d’uno in Lavagna, opera 
antica ove è dipinta una Musa. Voleva acquistarli, e ne offeriva in prezzo una Cas- 
setta di fondo quadro piena di zecchini dispostivi in 144 piani; onde essendo lo 
pitture di ciascuna scuola tra 80 c 100, avrebbe dati per ogni pezzo tanti zecchini, 
(pianti erano i pezzi della Scuola respeltiva, e tanti per la Musa quanti erano i pez- 
zi delle due Scuole moltiplicali insieme. Determinare quante erano e quanto sa- 
rebbero importate le pitture di ciascuna Scuola, quanto veniva a pagarsi la Musa, 
quanti zecchini erano in ciascun piano della Cassetta, e qual’ era la loro somma to- 
tale- Ris. Chiamate x le pitture della prima Scuola , jr quelle della seconda, si a- 
vrà x=4A*-~4Aa — 3a% cd j'^zSAa , e fallo A=6, a=2, sarà x=S4 , 
onde il prezzo delle pitture r è di 7056 s , delle pitture y di 92 19 5 , della Musa di 
8064 s , la somma degli zecchini 24336, gli zecchini di ciascun piano 169. 

XXXIU. Due corrieri con le celerità m, n partono nel punto stesso, l’ uno da 

Firenze per Livorno, 1’ altro da Livorno per Firenze, e la distanza tra questi (lue 

luoghi è a. Ove s’incontreranno? Ris. Sia x la distanza tra Firenze e il punto d* 

. . , am 

incontro ; si avrà t= > ■ . 

m- H* 

XXXIV . Un orologio tra le 5 e le 6 ha la lancetta dei minuti su quella dell* 
3 

ore. (die ora è? Ris. Ore 5, 27 f -r-. 

\ i 

XXXV. Una lepre ha già fatti b passi quando un cane si muove per inseguir- 
la. I passi del cane son più glandi di quelli della lepre nella ragione di p : q; ma 
mentre il cane ne fa m , la lepre ne fa n-f-m. Cerco se il cane raggiungerà la le- 

bnin 

pre e dopo quanti passi. Ris. Dopo passi *= • — purché sia /w/f> 

mp — (a-\-m)q 

(a-\-nì)q. Se mp=(a-{-m)q il cane e la lepre avranno una stessa velocità , ne po- 
tranno giammai raggiungersi in alcun modo. Se mp^(a-\-ni)q la lepre avrà mag- 
gior velocità del cane, nè potrà esser raggiuuU Aneli# iugge davanti a lui : ma jio* 
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Irebbe all’ opposto raggiungere il cane, qualora si ponesse a inseguirlo; di qui 
il valor negativo che prenderebbe in tal caso l’incognita del Problema. 

XXXVI. Un mobile fa miglia 9 nel primo giorno, 8 nel secondo ec.; un altro 
ne fa nel primo giorno 27, nel secondo 4 8, ec., ambedue ritardando in progreséiou 
geometrica decrescente. Qual viaggio verrebbero a fare se camminassero perpetua- 
mente? Ris. Miglia 84. 

XXX VII. Assegnare il numero di primiere che posson farsi coi quattro semi 
d’ un mazzo di 40 calte. Ris. Diecimila. 

XXXVlII.Svolgere in serie il rotto- ■ e trovarne il termine generale. Ris. 

4 — % — z* 

La serie sarà 4-f-3z-4-4i*-4”7* , -M 4*M-ec.; eil termine generale (y-4 

-Hi— 

XXXIX. Col meato dei logaritmi risolver Inequazioni 1*. a 1 — S; 2*. - — . 1 

JJ> Lc—Lb 

Ris. 4 . ar= - , 2 . i- _ - . 

La mi, a — nlJ> 

XL. A pose in società il doppio di II e di più 5 ,c ' : A ebbe di guadagno 
660‘ l " e B 300. Cerco i capitali e il frutto. Ris. Il capitale di £ è 25«\j il frut- 
to è di 42 per 4 . 

XL1. A Pastore prese un pascolo per lire 400 : vi tenne in proprio peco- 
re 40 per mesi 6, inoltre vi ammise B con pecore 50 per mesi 4, C con pecore 
60 per mesi 3; ed infine ne ritrasse di soprappiù lire 400 di fieno. Domando quan- 
to dovrà pagare ciascuno di sua porzione. Ris. A lire 4 46,4 29 ; B lire 96,77-12; 
C lire 87,0968. 

XL1I. A qual fruito m dovrà impiegarsi un capitale qualunque p perchè nell’ 
ipotesi d’interesse composto in anni 40 divenga 1p. Ris. al 7 j per 400. 

XLIII. Due cannelle empiono separatamente ima vasca nei tempi t, t, , e due 
alirela vuotano nei tempi T,, TV Supponendole tutte contemporaneamente in azione 

in qual tempo T sarà ripiena la vasca ? Ris. 7=4: . 

\ t t t% lil» / 

XL1V . Rilascio al frutto composto di r per 4 una pensione annua p che mi è dovuta, 

p<i(< 7 *- O 


fin dal giorno d’oggi. Qual sarà il mio credito dopo anni t? Ris.x=- 


9—4 


XLV. Dn debitore in vece di pr paga ogni anno la somma s<Cpr. Nell’ipo- 
tesi dell’interesse composto di qual somma x sarà debitore al termine del tempo t ? 

«fa*— o 


Bis. xzxpqi — 


9— 1 


XLVI. A dovendo a B le somme >■, j, allo scader dei tempi t 1 , t" offre in- 
vece un fondo valutato s. A qual tempo t dovrà farne cessione, nell’ipotesi dell’ in- 

Ls — L(s,q t "-‘rs,q t ') 

Tq 


(eresse composto ? Ris. i— 
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ELEMENTI DI GEOMETRIA 


a r i5 


T -ia Geometria è la scienza che si occupa delle proprietà 
c della misura dell’ estensione. Prende il nome dalla misura dei 
terreni , a cui forse fu impiegata in principio. 

489. Tutti i corpi occupano uu’ estensione o spazio, nel 
quale hanno !u go contemporaneamente le tre dimensioni lun- 
ghezza , larghezza e projondità. I limili che determinano que- 
sto spazio, e che lo distinguono da un altro comunque mag- 
giore o minore, si chiamano superfìcie , le quali non hanno che 
le due dimensioni della lunghezza e della larghezza, ossia non 
si estendono che in questi due sensi. I limiti della superfìcie si 
chiamano linee, le quali non hanno perciò che la sola dimen- 
sione della lunghezza , e si estendono soltanto in un senso : men- 
tre i limiti delle linee si chiamano punti, i quali dunque non 
hanno veruna delle tre dimensioni , nè per conseguenza estensione. 

E evidente che, sebbene le tre dimensioni non si trovino in 
natura giammai disgiunte 1 ! une dall’ altre, possiamo bensì con- 
siderarle isolate col nostro pensiero. Ciò mirabilmente contribui- 
sce a render più semplice c ordinato lo studio della Geometria, 
la quale comincia dal considerare la sola lunghezza, cioè le li- 
nee, quindi la riunione della lunghezza colla larghezza, ossia 
la superficie, e finalmente le tre dimensioni riunite insieme, ag- 
gregato a' cui si dà il nome di solido. 

PRIMA PARTE 

Linee 

490. Da un punto A si può andare ad un altro B per un’ 
infinità di linee j la più corta d’ ogn’ altra, e quella perciò che 
nel nostro pensiero rappresenta la minore e vera distanza del- 
l’uno all’ altro punto, dicesi linea retta . 

4 f)i . Dunque i°. Tina sola retta può condursi da A a B; 
perchè una sola può esser la linea più corta di tulle l’ al tre, ed uua 
T.I. i 5 


Fig. I. 
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Fig. t. sola la minore e vera distanza fra i due punti; qualunque altra 
che si conducesse fra i medesimi punti si confonderebbe con AB. 
2°. I due punti A, B determinano insieme e la lunghezza e la di- 
rezione o posizione della retta AB. Ma quanto alla sola direzio- 
ne è evidente che resterebbe del pari determinata da due altri 
punti qualunque C, D presi lungo la retta ; come gli stessi punti 
A,B potrebber determinare la direzione di una retta indefinita- 
mente prolungata al di là di A e di B -, onde 3°. due plinti qua- 
lunque e a qualsivoglia distanza tra loro bastano a determi- 
nar la posizione di una retta ; 4°- e perciò due rette che ab- 
biano comuni due punti hanno altresì una medesima direzio- 
ne ; se hanno comune un sol punto hanno ima direzione di- 
versa: come all’opposto se sono in direzione diversa, cioè se 
s’incontrano senza soprapporsi , o se si tagliano, non possono 
aver più d’un punto comune. 

1 49 2 * Tre punti A,B,C sono in una medesima retta, qua- 

lora quella che unisce i due estremi A, C copra esattamente le 
due AB, BC che uniscono gli estremi A, C col medio B. In tal 
caso l’ una di queste due non è che un prolungamento dell’ al- 
tra, e la retta intera AC non è che una delle due prolunga- 
ta. Onde se una retta AB si concepisca prolungata comunque , 
unito A con qualsivoglia punto D, preso nella lunghezza tota- 
le del prolungamento, la retta AD deve coprire insieme e tutta 
la retta primitiva AB, e la porzione del prolungamento inter- 
posto fra B e D, 

4. 4 9 3. Se la retta AB dopo esser giunta in B cambi direzio- 

ne e pieghi in O, l’aggregato delle due rette AB,BO si chiama 
retta spezzata , ed è maggiore della retta AO condotta fra le 
sue estremità (49°)- Ogni altra linea che non è retta, nè composta 
di rette spezzate, come sarebbero ALMOB, AGFEPOB, si 
chiama curva , 

3- 494. La più semplice fra tutte le curve , e insieme la più 

facile a descriversi e la più nota , è la circolare BFDCB, quel- 
la cioè che la retta AB, movendosi in giro sopra di un piano in- 
torno ad una delle sue estremità A , va successivamente segnan- 
do con 1’ altra B. Intendiamo per piano quella superficie su cui 
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dovunque, eia qualunque senso applicare si voglia una retta, quc- Fig 3 
sta poserà con ogni suo punto su quella ; ed avvertiamo una vol- 
ta per sempre che tutte le linee, delle quali avremo occasione 
di parlare in questa prima parte, si supporranno tracciate sopra 
uno stesso piano. 

495. Tutta intera la curva circolare chiamasi circon ferenza ; 
una sua qualunque porzione CEB dicesi arco-, la retta CB, che riu- 
nisce le due estremità dell’arco dicesi corda o sottesa dell 'arco 
CEB, o semplicemente dell’arco CB, ovvero corda che sottende 
l’ arco CB; mentre lo stesso arco CB si chiama arco sotteso dalla 
corda CB. Si avverta però che ogni corda CB, oltre l’arco CEB, 
sottende ancora il resto CDFB della circonferenza , cioè appar- 
tiene simultaneamente a due archi ; ma quando altro non si di- 
chiari , noi la riferiremo sempre all’ arco minore, 

496 . Ogni retta condotta dalla circonferenza al centro di- 
cesi raggio-, il raggio prolungato fino alla parte opposta della 
circonferenza si chiama diametro . Infine si chiama segmento la 
superficie compresa fra l’arco e la corda; settore, quella fra l’ar- 
co e due raggi condotti alle estremità del medesimo ; e circolo 
la superficie racchiusa dall’ intera circonferenza. 

497 . Segue evidentemente da ciò i°. eh e tutti i raggi so- 
no eguali alla retta generatrice AB, e in conseguenza fra lo- 
ro , siccome son pure eguali fra loro tutti i diametri, comec- 
ché doppj de’raggi. 

2 °. Che tutti i punti di una medesima circonferenza , o 
di circonferenze descritte con raggi eguali , sono egualmente 
distanti dal respettivo loro centro, perchè ciascuna di queste 
distanze ha manifestamente per misura il raggio con cui le cir- 
conferenze sono state descritte. 

3°. Che se si fa girare intorno al centro A il settore ACE, 
l’arco CE scorrerà con tutto se stesso sulla circonferenza; poi- 
ché se ne uscisse al di fuori come in G, o scendesse al di den- 
tro come in L, i raggi AG, AL sarebbero l’uno maggiore, 1’ 
altro minore dei raggi AE, AC contro la natura della curva. 

4°. Ad archi eguali CE, EB corrispondono corde eguali ; 
poiché se il settore CAE si fa scorrere iu modo che il raggio AC 
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Fig. 3- cada sul raggio AE , tutto l’arco CE scorrerà sull’arco F.B, 
e atteso Tessergli eguale lo coprirà interamente: dunque il pun- 
to E caderà in B , e la corda CE si confonderà totalmente con 
la corda EB , con la quale avrà allora comuni le due estremi- 
tà (491.'*°). 

5 °. A corde maggiori corrispondono archi maggiori , e a 
corde minori archi minori. Abbiansi infatti i due archi DK, 
PQ di cui il primo sia maggior del secondo. Se il minore PQ 
si faccia scorrere lungo la circonferenza in modo che la sua e- 
stremità Q cada sull’ estremità D del maggiore, l’ altra estremità 
P caderà in un punto F intermedio fra D c K, e condotto dal 
centro A ad F il raggio AF, questo dovrà intersecare in un 
qualche punto I la corda DK. Ciò premesso, si conducano i rag- 
gi ÀK , AD. Avremo ( 4 g 3 ) KI-t-AI>AK , ID-+-IF>DF, e 
sommate le due ineguaglianze Kl-4-AI-+-IF-hID>DF-»-AK. Ma 
KI-f-lD=DK , ed AI-+-IF=AF=AK (497.1°); sarà dunque 
KD-f-AK>AK-+-DF, e quindi evidentemente KD>DF. 

6°. Jl diametro DB è maggiore della corda qualunque 
CB; infatti condotta AC, sarà la spezzata CAB>CB (4g3) : 
oraCAB-— CA-t-AB=DB( 497-1 °); dunque DB>CB. 

7°. Ogni diametro DB divide la circonferenza in due 
parti eguali : infatti facendo scorrere la parte superiore DCB 
sull’ inferiore BFD , finché il punto che è adesso in B cada in D; 
il punto che è in D, comecché appartenente al prolungamento 
della retta AB, dovrà anche allora trovarsi nella direzione di 
AB, e quindi cadere in B; perciò le due parti della circonfe- 
renza si copriranno esattamente. 

8°. Z’ estremità B di una retta AB è sempre sulla cir- 
conferenza di un circolo che abbia per raggio AB e per cen 
tro V altra estremità. Parimente le estremità B, C di due rette 
eguali AB, AC che partono da uno stesso punto A sono sulla 
circonferenza descritta col centro in A e con raggio eguale 
alle rette date. Reciprocamente se più. rette eguali partono 
da un punto stesso A , la circonferenza descritta col centro 
in A e con una delle rette per raggio, passa per V estremi- 
tà di tutte te altre. Tutto ciò è chiara conseguenza del modo 
con cui abbiamo detto generarsi la circonferenza (4y4)* 
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9°. Infine le rette che da un punto stesso C si conduco- Fig. t2. 
no sopra una retta EO non possono , eguagliarsi che a due a 
due fra di loro- Infatti sia CF=CG : la circonferenza MFPGM 
descritta col raggio GG passerà per G edF ( 497 -8°) e includerà 
come corda la porzione FG dellaretta EO. Ora è chiaro che qua- 
lunque altra retta differente da CF e CG, che da C si con- 
duca sopra EO , o caderà sulla corda come CK, e allora non 
raggiungendo la circonferenza sarà dunque minore di CF e di 
CG, o caderà al di fuori della corda come CE, e allora oltrepasse- 
rà la ciconferenza, e sarà dunque maggiore del raggio, e quindi 
di CF e di CG. 

498. La misura di una retta qualunque si ha cercando quan- 
te volte la sua lunghezza A contiene una lunghezza nota B, che 
si prende per unità di misura o di confronto. Il rapporto di 
due rette fra loro corrisponde a quello dei numeri, esprimenti 
le quantità delle volte che l’ una e l’altra contengono la comu- 
ne misura. Può anche ottenersi con un metodo analogo a quel- 
lo già dato per il massimo comun divisore ( 58 ) , cioè toglien- 
do quante volte è possibile la minore B dalla maggiore A , to- 
gliendo nel modo stesso il resto R, della maggiore dalla mino- 
re B, togliendo egualmente il nuovo resto R, dal resto Ri, e 
cosi continuando; quello dei resti che sarà contenuto esattamente 
nel precedente , preso per unità di misura, darà il rapporto cer- 
cato (ita). Che se niun resto soddisfaccia alla supposta condi- 
zione, le due rette saranno incommensurabili fra loro. In qua- 
lunque maniera, si posson sempre rappresentar le linee o le lo- 
ro lunghezze con numeri o segni astratti, e quindi assoggettar- 
le alle ordinarie regole del calcolo numerico e algebrico. 

Ben è vero però che anche indipendentemente da questa 
considerazione le linee rette si sommano, il che si fa intestan- 
do 1’ una con l’altra lungo il proluogameuto d’ una qualunque di 
esse, si sottraggono diminuendo la lunghezza della maggiore d’ una 
quantità eguale alla lunghezza della minore. Si moltiplicano in 
oltre e si dividonl’una per l’altra; il che come debba intendersi 
e come eseguirsi lo vedremo nella seconda parte. Anche gli ar- 
chi d’uno stesso circolo si sommano e si sottraggono come le rette. 
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Angoli e Triangoli 

Fir. r /{qq. Se oltre i due punti A, B. per i quali si stende la 
' " retta AB, si abbia un terzo punto C che rada o sopra AB o nel 
suo prolungamento, le rette AB, AC, 1’ una delle quali resta 
in tal caso coperta interamente dall’altra, si dicono coincidenti. 

4 5oo. Ma se C è fuori di AB o del di lei prolungamento, 
le rette AB,AC si dicono inclinate fra loro. La quantità della 
loro inclinazione, rappresentata dall’apertura BAC, si chiama 
angolo, che è tanto più grande o più piccolo, quanto le due 
rette più o men si scostano dalla coincidenza. 

5oi. Il punto A comune alle due rette AB, AC, o dove que- 
ste rette s’ incontrano, chiamasi vertice dell’angolo BAC, o CAB. 
Le due rette AB, ÀC, che incontrandosi inAformauo l’angolo, 
si chiamano lati . Ed è evidente che i lati possono esser maggiori 
o minori , posson prolungarsi o diminuirsi , senza che 1’ angolo 
divenga per questo maggiore o minore. Onde f ampiezza di un 
angolo non dipende dalla lunghezza dei lati, ma bensì dalla 
loro situazione relativa , o dal senso in cui l’ uno e 1’ altro è 
diretto. Nominando, siccome abbiam fatto, l’ angolo con tre let- 
tere si deve porre nel mezzo quella del vertice. Talvolta però 
lo indicheremo con la sola del vertice , specialmente se questo 
appartenga ad un angolo solo, il che come vedremo non sem- 
pre accade. 

4 e 5oa. Se due angoli BAC, EDF si soprappongano in modo che 

l’un vertice A cada sull’altro D, e uno dei lati AB del primo 
sopra uno dei lati DE del secondo , qualora anche 1’ altro lato 
AC cada sull’altro lato DE, i due angoli saranno eguali : e all’op- 
posto se sono eguali debbon poter soprapporsi nel modo suddetto. 

4 f - 5o3. Se uno dei due lati, come per esempio il lato AB , si 

prolunghi comunque al di Ih del vertice in D, nascerà un nuo- 
vo angolo DAC. Se questo è uguale all’altro BAC, i due an- 
goli si dicono retti, e la retta CA dicesi perpendicolare o nor- 
male a DB. Se l’uno dei due angoli è maggior dell’altro, la 
retta CA dicesi obliqua , il maggior dei due angoli si chiama 
ottuso , 1’ altro acuto : ed è intanto evidente che comunque dif- 
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feriscano tra loro, la somma ne è peraltro costante ed eguale Fig. 4. 
a due retti. Infatti se s’ immagini la normale AH, alzata dal co- 
mun vertice A, avremo DAC=DAH-+-HAC,CAB=B AH — HAC, 
onde sommando, DAC-f-CAB— DAH-t-BAH= 2 DAH=aBAH. 

La quantità angolare HAC, di cui l’angolo acuto CAB differi- 
sce dall’angolo retto BAH, si chiama complemento dell’ angolo 
CAB. Quella di cui ciascuno dei due angoli DAC, CAB diffe- 
risce dalla somma di due retti, si chiama supplemento: onde ognu- 
no dei due è supplemento dell’ altro. 

5o4- Frattanto nasce da queste definizioni: i°. Che sopra 
uno stesso punto di una retta DB non può elevarsi che una 
sola normale. Infatti supposta una seconda normale GA, avre- 
mo GAD=GAB , cioè DAH-+-GAH=HAB — GAH, ovvero 
DAH-f-GAH=DAH — GAH , assurdo evidente , qualora non sia 
GAH=o, cioè l’angolo delle due normali nullo, e l’una coin- 
cidente affatto esattamente con l’altra. 2 0 . Che tutti gli angoli 
retti sono eguali. Infatti supposte AC, AH respettivamenle nor- 4 ' e 7 ‘ 
mali sopra le due rette DB, se queste s’immaginino soprappo- 
ste l’una sull’altra in modo che il punto A dell’ una cada 
sul punto A dell’ altra , le normali dovranno esse pure soprap- 
porsi e insieme confondersi, non potendo da uno stesso punto 
elevarsi più d’ una normale. Dunque gli angoli retti che l’ una 
e l’altra fanno con le rette sulle quali s’inalzano sono eguali. 

3°. Che due angoli acuti con lo stesso complemento, o due 
angoli qualunque con lo stesso supplemento sono eguali . 

4°. Chei supplementi o complementi d 3 uno stesso angolo o d’ 
angoli eguali, sono eguali. 

5o5. Se oltre la retta CA, cada sullo stesso punto A un’al- 4. 
tra obliqua GA, la somma dei due angoli DAG,GAC sarà egua- 
le a DAC : e quindi quella dei tre DAG, GAC, CAB sarà, co- 
me sopra (5o3), eguale a due retti : in generale la somma di 
tutti gli angoli che un numero qualunque di oblique concor- 
renti in uno stesso punto di una retta dataformano [con la ret- 
ta e fra loro , è sempre eguale alla somma di due angoli retti. 

5o6. Se due rette DB, CE si tagliano in A, avremo intorno 
al punto comune d’ intersezione i quattro angoli CAB, CAD , 
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Fig. 4 DAE , EAB: il primo c terzo dei quali son supplementi 
dello stesso angolo CAD (5o3), il secondo e quarto lo sono di 
CAB. Dunque (, r >o4-4°) CAB— DAE, e CAD=EAB. Or tanto 
quelli che questi , avendo un comun vertice e lati in opposta 
direzione, si chiamano angoli opposti al vertice. 

Perciò 1 °. se due rette si tagliano , gli angoli opposti al 
7 vertice sono eguali . Dunque se gli angoli CAB, CAD saran ret- 
ti, retti pure saranno DAE, EAB: onde 2 °. se una retta CE 
sia normale ad un 1 altra DB, anche DB sarà normale a CE. 
Infine 3°. se in A punto d ’ incontro della normale CA con la 
retta DB, si conduca al di sotto di DB una nuova normale AE , 
questa sarà nel prolungamento AE di CA, cioè J ormerà con 
CA una sola e medesima retta CE. Infatti anche BA è norma- 
le a CE, dunque ogni altra normale in A al di sotto di DB deve 
confondersi con AE (5o4 i°). 

507 . Se DB sia tagliata in A da un numero qualunque di 
rette, la somma di lutti gli angoli inferiori sarà, come quella 
dei superiori (5oò), eguale a due retti. Quindi la somma to- 
tale degli angoli compresi fra un numero qualunque, di rette- 
che si tagliano in uno stesso punto , equivale a quella di 
quattro angoli retti. 

4 5o8. Se nel dato angolo BAC si uniscano con una retta BC 

due punti qualunque B,C dei lati AB, AC, lo spazio compreso 
fra le tre rette AB,AC,BC si chiama triangolo. Le tre rette 
AB,AC,BC ne sono i lati , i tre punti A,B, C ne sono i vertici. 
E se da uno dei tre vertici s’ immagini scender normalmente sul 
lato opposto osili di lui prolungamento una retta, questa si chia- 
ma altezza del triangolo , e il lato su cui cade si chiama base. 

Il triangolo è rettangolo se uno degli angoli è retto, 
ottusiangolo se è ottuso, acuziangolo se tutti gli angoli sono 
acuti. E poi equilatero se ha eguali tutti i suoi lati, isoscele 
o equicrure se ne ha due, scaleno se gli ha tutti ineguali. Nel 
triangolo rettangolo il lato opposto all’angolo retto dicesi ipote- 
nusa', gli altri due, lati obliqui o cateti. Nel triangolo isoscele 
si dà più specialmente il nome di base a quello dei tre lati che è 
differente dagli altri due; e si chiama vertice del triangolo , il 
vertice dell’angolo opposto. 
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5op. Due triangoli ABC, dbf si dicono simili se hanno Fig. 
tatti gli angoli respettivamente eguali, cioè se h\SC=dbf, BAC 4 ' e J ' 
•=bdf, ACB =dfb, nel qual caso i lati che nell’uno e nell’aU 
tro sono respettivamente opposti agli angoli eguali, prendono il 
nome di lati omologhi. 

5 io. Due triaugoli ABC, DEF si dicono eguali seposson 4. e 6 
soprapporsi in modo che i tre vertici dell’ uno coincidano esat- 
tamente con quelli dell’altro; o che tanto l uno che l'altro si 
coprano interamente. Essi perciò lo sono: 

i°. Se coi due lati AB, BC respettivamente eguali ai due 
lati DE, EF abbiano eguali anche i due angoli ABC, DEF 
compresi tra questi lati. Infatti se AB, DE sono eguali, DE po- 
trà soprapporsi ad AB iu modo che D cada in A, E in B. In tal 
caso siccome i due angoli ABC, DEF sono eguali, EF prenderà 
la direzione di BC (5oa) , e poiché EF=BC , cosi F caderà in 

C , e tutto il lato EF coprirà esattamente BC. Le due estremità 

D, F di DF si troveranno dunque sulle due A,C di AC: e per- 
ciò anche DF si confonderà con AC (49 1 • i°); tutti e tre ilati del 
triangolo DEF si confonderanno coi tre lati del triangolo ABC, 
e quindi DEF coinciderà esattamente con ABC, e l’uno sarà per- 
fettamente eguale all’altro. 

2 °. Se hanno un lato eguale adiacente a due angoli re- 
spettivamente eguali. Sieno infatti AC=DF , BAC=EDF , 
ACB=DFE: soprapposto l’un triangolo all’altro in modo die 
il vertice D cada in A, il vertice F in C, il che può sempre 
farsi per essere AC=DF (49 1 . t 0 .), i due lati DE, FE prende- 
ranno necessariamente le direzioni l’uno di AB, V altro di CB 
(5o2) , e dovranno dunque incontrarsi ove si incontrano AB e 
CB , cioè in B ; dunque anche il terzo vertice caderà sul terzo 
vertice, e l’un triangolo sarà esattamente coperto dall’altro. 

3°. Se i tre lati DE,EF,FD deir uno sono respettivamente 
eguali ai tre lati AB,BC,AC dell’altro. Si descrivano coi centri 
A,B e raggi AC,BC gli archi gh Ih, e coi centri D,E e raggi FD,EF 
gli archi mn, pq. Dovranno i primi, prolungati se occorra, inter- 
secarsi in C, punto che appartenendo in comune all’estremità delle 
rette AC,BC deve dunque trovarsi insieme e nella circonferenza 
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Pi R . descritta col centro A e raggio AC, e in quella descritta col centro 
e ti- in Bc raggio BC (497.8°). Per la stessa ragione s’intersecheranno 
in F gli altri due archi mn, pq. Or s’immagini il triangolo DEF 
soprapposto al triangolo ABC in modo che il lato DE cuopra 
esattamente il suo eguale AB; gli archi gh, mn che si troveranno 
avere allora lo stesso centro, e che di più hanno lo stesso raggio, 
atteso l’essere in ipotesi DF=AC, prolungati quanto bisogni, 
dovranno confondersi insieme, come l’arco pq si confonderà con 
1 ’ arco Ik. In tal caso è chiaro che il punto F, comune agli archi 
dia , pq, non potrà non cadere sul punto C comune agli archi gh, 
lk', e quindi anche adesso tutti i tre vertici coincideranno , e il 
triangolo EFD coprirà esattamente l’ altro a cui è soprapposto. 

5 11. Si noterà i°. che in ciascuna di queste tre costruzioni 
gli angoli eguali si trovano necessariamente opposti ai lati 
eguali, e reciprocamente. 2°. Che i triangoli eguali dovendo 
oltre i lati avere anche gli angoli eguali, sono necessariamente 
anche simili ( 5 oq)» 3 °. Per costruire im triangolo con lati eguali 
atre date rette, fatto centro prima sull’uua, poi sull’altra estre- 
mità di una qualunque di esse, con raggio eguale prima all’una, 
poi all’altra delle due rimanenti, si descrivano due archi in modo 
che s’intersechino, il che se non riesca, il triangolo non potrà 
costruirsi: unito quindi il punto d’intersezione coi due sud- 
detti centri, il triangolo che quindi ne nascerà sarà evidentemen- 
te il cercato. 

8. 5 12. Per condurre sopra una retta AB un" obliqua che 

faccia un angolo eguale ad un angolo dato l' EG, si condur- 
rà tra i lati di questo la retta qualunque FG, e quindi presa so- 
pra AB la porzione AL=EG, si costruirà col metodo preceden- 
te un triangolo ALK. eguale al triangolo EFG, e l’ angolo KAL 
sarà il cercato. 


Perpendicolari 

5 1 3 . Se ÀC sia normale ad MN, e il punto C d" incontro 
sia equidistante dai putiti D, F, ogni pirnto H di AC sarà e- 
quidistante dai punti stessi D, F. 
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Infatti condotte le oblique HD, HF, i triangoli rettàngoli 
HCD, HCF, che hanno il lato HC comune e i,. lati DC* CF eguali 
per condizione,. saranno eguali (5 1 o. x°). Dunque saranno eguali 
altresi le loro rispettive ipotenuse HD, HF.che misurano la di- 
stanza del punto qualunque H ai punti D,F (4go). 

5 1 4- Reciprocamente se ogni pento di AG sia equidistante 
dai punti la retta AG sarà normale ad MN. Condotte HD, 
HF, P equidistanza di D,F da tutti i punti di HC dark HD=HF, 
C® S= CF- Dunque i triangoli IICF, HCD, che hanno inoltre il 
lato HC di comune, saranno eguali'(5to. 3.°).' Do saranno perjpiò 
gli angoli HCF, HCD(5i 1 . i.°), e quindi HC normale (5o3). 

5 1 5- le oblique qualunque HD, HE condotte sopra MN da 
uno stesso punto H e dalla medesima parte della normale AC, 
sono ineguali. Prolungai* la normale AC al di sotto di MN e presa 
CG=CH si conducano le obliqueGD, GE e si prolunghi GE fino 
all’ incontro in O con IID. Avremo HE=EG, HD=GD (5i3) 
HE<EO+HO (4 9 3), HE-f;GE<GE-hEOH-HO , Ossia ?.HE< 
Ma si ha QO<GD-+-DO, sarà. dunque a pii 'forte 
ragione 2 HE<GD-t-DO-(-DO, ovvero aHE<GD-4-HD, ossia 
2HE< 2 HD e quindi HE<HD. Di qui ...... .y s 

Se AC è normale ad MN, ed un suo punto qualunque H è 
equidistante 'dai punti D,P lo sarà ancora il punto C, e quindi 
ogni altro punto di AC. Infatti, supponiamo CD^>CF ; vi sarà 
in CD un altro punto E tale che sia CE=CF: in tal caso con- 
dotte HE, HF, sarà HE=HF(5i3); ma. in ipotesi HF-=HD, si 
avrebbe dunque HE=HF=HD, il che per il lemma precedente 
essendosi mostrato impossibile, il punto E non potrà dunque esser 
diverso da D; e quindi il punto C, e perciò ogni altro punto di 
AC (5i3), dovrà essere equidistante, dai punti F,D. 

5 1 6. Se i punti F ,D sull'indefinita MN sieno equidistanti 
da un punto qualunque A fuori della stessa retto. MN, A sarà 
nel prolungamento della normale alzata sulla metà C. di FD 
Condotte AD, AC, AF i triangoli DCA , FCA saranno egua- 
li (5 IO. 3.0); eguali gli angoli DCA, FCA(5n. ì .°) e quindi AC 
normale a DF in C (5o3)j ma da C non può. elevarsi che una 
sola normale (5o4- i.*°), dunque se una vi se ne alzi, questa si 
confonderà con CA, e prolungata dovrà passare per A. 

T. I. ! 5 * 
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5 1 7. Se ciascuno dei due punii A,H sia equidistante da 
due D,F presi sulla retta MN, 1 .° la retta condotta per AH , e 
prolungata fino all incontro inC con MN sarà normale ad MN; 
2. 0 tutti gli altri punti di AH saranno equidistanti da D,F f 
3.° la retta stessa da D a F sarà divisa in mezzo in C. In- 
fatti cuudoLie AD,AF, HD, HF, i triangoli ADII, HFA saranno 
eguali (5 io. 3.°) e lo saranno perciò gli angoli di DAH, HAF 
(5n. i.°). Dunque saranno eguali altresì i triangoli DAC, CAF 
(5.io. i.°), e quindi anche gli angoli DCA, AGF (5n. i.°), e 
AC sarà normale (5o3) , e perciò tutti i suoi pnnti saranno 
equidistanti da D,F (5i5), dunque lo sarà anche C, e per- 
ciò DC==CF. 

5 1 8. Di qui 1 .° una sola normale AC può abbassarsi sopra 

una retta MN da uh punto A preso al di fuori della mede- 
sima . Poiché- condotte le oblique eguali AD, AF, la normale che 
scende da A deve cadere in C sulla metà di DF (5 17. 3.°) ; e 
come per i punti A, C non può condursi più di una retta (4gi. i.*), 
così non potrà scendere sopra DF più di una normale dal pun- 
to A. D’onde si ha pure che due rette normali ad una terza 
non possono aver comune alcun punto', e prolungate quanto 
si voglia non s 'incontreranno giammai . 1 < 

2. a Due triangoli ABC, DEF rettangoli rimo in B, V altro 
in. E, che abbiano eguali V ipotenuse ed uno degli altri due an- 
goli, saranno eguali . Sieno A,D i vertici degli angoli eguali; 
soprapposte le ipotenuse in modo che D cada in A, e perciò F in 
C, il lato DE prenderà la direzione di AB(5on), ed FE scen- 
derà normalmente sopra AB dallo stesso punto C da cqi vi scende 
CB;. dunque esso pure si confonderà con CB (5i8. i. # ). 

3. ° Gli stessi triangoli saranno eguali se abbiano eguali 
l’ipotenusaed un lato. Sie no AB, DE i lati eguali 1 prolungo CB, 
prenda BHssEF e conduco AH. I triangoli ABH, DEF saranno 
eguali (5 i ò..i'.°),e daranno AH=DF=AC. Ma AB è normale 
ad HC, dunque (5i5) BC=BH=FE; cioè i triangoli ABC, 
DEF oltre le ipotenuse AC^FD e i lati AB, DE avranno eguali 
anche i lati BC» FE, e perciò saranno eguali ($10. 3.°). * 

5 19. La normale AC è più corta di qualùnque obliqua 
AD, che dal punto stesso A vada a cadere sulla stessa retta MN. 
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Prolungata AC aldi sotto di DF fino in B, tanto che sia CB= Pi g . 9. 
AC, e condotta quindi DB, sarà DC normale ad AB ( 5 o 6 .a°), c 
perciò ( 5 i 3 ) AD=DB,ondela totale spezzala BDA sarà doppia 
di AD, come AB è doppia di CA. Ma AB<BDA ( 4 f) 3 ), dunque 
2 AGoDA, c quindi AC<DA. Perciò la normale AC misura 
la distanza di un punto A ad una retta DF. Sciogliamo al- 
cuni Problemi. 

5 ao I. Dividere in mezzo la data retta DC. Coi centri n. 
D,C e col raggio stesso DC descrivo quattro archi che a due a 
due si seghino in G, H ; la retta GH condotta per G,H dividerà 
in mezzo DC. Poiché condotti i raggi DG,DH,CG,CH, sarà DC= 
DG=DH=CG=CH, e i punti G, H saranno equidistanti da 
D,C: lo sarà dunque anche il punto F(5i7.2°) eperòDF=FC. 

II. Da un dato punto G fuori d’ una retta Ali condur so- 
pra di essa una normale. Preso per centro G e per raggio uu’ 
obliqua qualunque GD, taglio in due punti D,C con due pic- 
coli archi mn.pq la retta AB. Quindi con lo stesso o con altro 
opportuno raggio e coi centri D,C descrivo al di sotto di AB 
due nuovi archi in modo che fra loro si seghino in qualche pun- 
to H; unisco in fine G con H, e sarà GH la normale cercala. 

Infatti i due punti G,H sono equidistanti daD.C, il primo co- 
me centro comune degli archi mn,pq (4,97- »°0* l’altro come 
spettante a due archi descritti con raggio eguale e coi centri 
D,C [ivi). Dunque GH è normale ad AB (517. i°). 

III. Da un punto F dato nella retta AB alzar sopra di 
essa una normale. Presa FD=FC, e coi centri D,C e col rag- 
gio stesso DC descritti due archi che si seghino in G, unisco G 
con F, e sarà FG la normale richiesta. Infatti i due punti F,G 
sono equidistanti dai due D,C il primo per costruzione, l’altro 
come spettante a due archi descritti con raggio eguale e coi cen- 
tri D,Cj dunque FG è normale ad AB (517.1°). 

Perpendicolari nel Circolo 

5 a 1 . Se dal centro C, oltre i raggi CF,CG si conduca <2. 
sulla corda FG il raggio normale CM, esso dividerà in mez- 
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Fig. i 2 . io la còrda FG, V arco sotteso FMG, e V angolo contenuto 
FCG. Conduco le corde FM, GM, sari» C equidistante dai punti 
F,G (497. 2 0 ); ma di più CD è in ipotesi normale ad FG; 
dunque anche i punti D,M saranno equidistanti da F,G ( 5 i 5 ), 
onde DF==DG, MF=MG; are. MIF= are. MLG ( 497 * 4 °)» 
ang. FCM —ang. GCM, attesa l’eguaglianza dei triangoli FCM, 
GCM (5 to. 3 °). 

522. Reciprocamente , se la corda FG è divisa in mezzo 
dal raggio CM, esso sarà normale ad FG, e dividerà in mez- 
zo V arco FMG e V angolo FCG. Infatti i due punti C,D sono 
equidistanti dai due F,G, il primo come centro , l’ altro per con- 
dizione; lo è dimqu" anche M (517.2°); dunque MF— MG.MIF 
=MLG, e, come sopra, ang. FCM=ong'. GCM. 

5 a 3 . Nel modo stesso si prova che se V arco FMG oV an- 
golo FCG è diviso in mezzo dal raggio CM , questo è nor- 
male ad FG, e divide inmezzoFG , e V angolo FCG o Varco 
FMG. Si noti che in ciascuno di questi casi la divisione dell’ 
arco o dell’ angolo in due parti eguali, porta sempre la divisio- 
ne in parti eguali anche dell’ angolo o dell’arco; perciò angoli 
eguali e col vertice al centro, comprendono in uno stesso 
circolo archi eguali , e reciprocamente archi eguali son com- 
presi da angoli eguali col vertice al centro. 

5 a 4 - Infine se la corda FG sia divisa in mezzo dalla 
normale MD, questa prolungata passerà per il centro C. In- 
fatti i punti F,G sono equidistanti da D per condizione, e daC 
come spettanti alla circonferenza descritta col centro in C (497.2°). 
Dunque C è nel prolungamento della normale alzata sul punto 
D ( 5 16). 

525 . Il triangolo FCG coi latiFC.CG eguali e qualunque, 
può rappresentar qualsivoglia triangolo isoscele : C ne è il ver- 
tice, FG la base. Concluderemo dunque dal fin qui detto. i°. 
Che la normale calata dal vertice di un triangolo isoscele 
sulla base divide in mezzo la base e V angolo al vertice. 
2°. Che una retta condotta dal vertice di un triangolo iso- 
scele sulla metà della base è normale alla base, e divide in 
mezzo V angolo al vertice. 3 °. Che i triangoli eguali CDF , 
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CDG danno eguali gli angoli CFD, CGD opposti a) cornuti lato 
CD (5xi. i n ): dunque f\°. nel triangolo isoscele gli angoli op- 
posti ai lati eguali sono eguali, e reciprocamente se un trian- 
golo abbia due angoli eguali, avrà eguali anche i lati op- 
posti e sarà isoscele, come dimostreremo in appresso 

5aò’. Che se anche FG sia eguale agli altri due lati b£,CG, 
cioè il triangolo FCG si supponga equilatero (5o8), nel modo 
stesso col quale abbiam dimostrato l’ angolo CFG eguale all’an- 
golo CGF, potremo dimostrarlo eguale all’angolo FCG, pren- 
dendo per vertice G e per base FC. Dunque se un triangolo 
sia equilatero, oltre i tre lati, avrà i tre angoli eguali , e all’ 
opposto se un triangolo abbia tre angoli eguali avrà eguali 
anche i tre lati, ovvero sarà equilatero. 

527. Ripreso il triangolo isoscele FCG (5a5) , si conduca 
dal vertice C sulla base FG o sul prolungamento di essa l’obli- 
qua CE. Non potendo essere CE=CG (497-9°) > il triangolo 
CEGo non sarà isoscele (f)25.4°)j 0 non av ra per base GE, nè per 
conseguenza si avrà CEG=CGE , e quindi neppure CFG= 
CEG. Perciò se da uno stesso punto C e da una medesima 
parte della normale CD cadano sopra EG due o pih obli- 
que CE,CF , gli angoli di queste con la retta FG saranno lutti 
ineguali ; e se gli angoli CFG, CEG saranno eguali, le 
oblique non potranno cadere da un ' medesimo punto 5 non 
avranno dunque alcun punto comune, e prolungate nou s’ incon- 
treranno giammai : il che si era già veduto vero nel caso di due 
normali (5 18. i°). 

5a8. Se due circonferenze GMFK.FLIR si taglino la rei- )5 
ta ÀC che unisce i loro centri passerà per la metà della corda 
FK, che unisce i loro punti d’intersezione. Infatti la retta AC 
ha i punti A,C respettivamente equidistanti dalle estremità K,F 
della corda FK. (497. 2 0 ): dunque divide in mezzo la corda(5i7). 

529. Due corde eguali nel medesimo circolo sono ad 0 - 
gttal distanza dal centro. Infatti sia la corda AP eguale alla cor- 
da FG ; condotte sull’uua e sull’altra le normali CQ, CD, ed i 
raggi CA, CF, i triangoli rettangoli ACQ, FCD nei quali AC 
=*=FC, ed AP(52i)=4FG=FD saranno eguali (5 18. 
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Fig. iJ. e perciò saranno eguali le CQ, CD che misurano la distanza del 
centro Calle due corde (5 1 g). 

53o. Di due corde ineguali la minore è la più distan- 
te dal centro. Sia FG la corda maggiore , e si supponga FM e- 
guale alla minore; sarà l’ arco FM minoredell’arcoFMG( 497 . 5 °) 
e quindi tutta la corda FM rimarrà al di sotto della corda FG. 
Condotta sopra FM la normale CS, sia K il punto dove questa at- 
traversa FG , sarà CK obliqua sopra FG (5i8. i°), ed avremo 
CK>CD (5iq), e a più forte ragione CS>CD, cioè la distanza 
della corda minore al centro supererà la distanza della maggiore. 
Passiamo adesso a risolvere qualche Problema. 

53 1 . I. Dividere in mezzo un angolo DGC o un arco 
DMC. Condotta e divisa in mezzo la corda DC, il raggio nor- 
male GM dividerà in mezzo l’angolo DGC e l’arco DMC(5ai). 
Dividendo nel modo stesso l’angolo DGM, e poi la sua metà 
ec., si avrà un quarto, un ottavo ec. dell’angolo DGC; onde col 
metodo precedente potrà anche dividersi un angolo in 4 » 8 , 16 , 
ec. parti eguali. 

■ 43 . 53a. II. Raddoppiare un angolo dato CBA. Col centro 

B e raggio qualunque BA , descrivo l’ arco indefinito ACD , e 
preso EC=CA conduco BE. Poiché BC divide in mezzo l’arco 
EGA, dividerà altresì in mezzo 1’ angolo EBA (5a3) : sarà dun- 
que EBA doppio del dato CBA. 

Prendendo nel modo stesso una nuova porzione FE=EC, 
l’ angolo FBA sarà triplo di CBA; così potremo averne uno qua- 
druplo, quintuplo, e in generale nP l °, purché n sia razionale. 

533. III. Descrivere una circonferenza che passi per due 
dati punti, o che abbia per corda una data retta BD. Alzata 
sulla metà di BD la normale indefinita Gl, e preso per centro 
un qualunque punto C di questa normale , la circonferenza de- 
scritta col raggio CB passerà evidentemente (4P7* 8 °-) anche per 
D ed avrà per corda BD. 11 Problema ha dunque infinite soluzioni. 

534- IV. Far passare una circonferenza per tre dati pun- 
ti A, B, D non posti in linea retta. Condottele rette AB,BD, 
se si dividano in mezzo con le normali FL, Gl (520. 1), la circon- 
ferenza descritta col centro in C, punto d’ intersezione delle nor- 
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mali, e col raggio C A avrà per corde AB,BD(533), dunque pas- Fi. <4 
serà per i tre punti A,B,D. 

535. E poiché uno solo è il punto ove possono incontrar- 
si le normali FL, Gl, e che determina il centro del circolo cer- 
cato, e tutte eguali sono le distanze di questo punto da qualunque 
dei tre punti dati , così una sola potrà esser la circonferenza che 
può farsi passare per i medesimi. Perciò i°. due circonferen- 
ze non possono aver comuni più di due punti ; se ne avesse- 
ro tre coinciderebbero, a 0 . Tre punti non posti in linea retta 
determinano la posizione e V ampiezza di un circolo ; per- 
chè quando è assegnato il centro ed il raggio, il circolo è ma- 
nifestamente dato, sì di posizione che di grandezza. 

536. V. Trovare il centro d’ un circolo o d' im arco. Presi 
sul circolo o sull’arco tre punti, condotte fra loro due corde , e 
divisele in mezzo con due normali, il punto del loro incontro 
sarà il centro cercato (534). 

Tangenti , 

53-. Una retta MT di lunghezza indefinita, che ha un 45 . 
sol punto M comune con la circonferenza FMG si chiama tan- 
gente , e il punto comune M si chiama punto di contatto. 

538. 1 Se MT sia tangente in M , il raggio C M sarà norma- 
le ad MT. Infatti ogni punto H di MT diverso da M dovendo per 
natura della tangente esser fuori della circonferenza , il raggio 
CM sarà più corto d’ogni altra retta GII , clic da C scenda 
sopra MT ; dunque sarà norm.de ad MT (5 19). 

II. Reciprocamente, se il raggio GM sia normale J alla 
retta MT, sarà MT tangente in M. Perchè GM normale è più 
corta d J ogn’ altra GH che da G scenda sopra MT (5 19); dun- 
que tutti i punti H di MT son fuori del circolo meno che M; dun- 
que MT è tangente in M. 

53q. Quindi se voglio una tangente al punto M d’ una cir- 
conferenza, conduco ad M il raggio CM, lo prolungo al di fuo- 
ri della circonferenza , e quindi alzo in M la normale MT 
(5 ..0.HI) che sarà la tangente cercata. 

54o. Se dueo più circonferenze sitocchinoin un punto o aldi 46. 

T. I. t6 
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Fig. <6. fuori o al di dentro , la retta che passa per i centri , passa an- 
che per il punto di contatto . Poiché Ja stessa tangente MT è 
normale ai raggi CM,AM ; questi dunque formano una sola retta 
CA=CM- 4 -MA nel i° caso, e CA=CM — MA nel 2°(5o6. 3 °). 

54 i • In qualunque triangolo ABC può iscriversi un circo-! 
lo, che ne tocchi cioè, o abbia per tangenti tutti i lati. Divisi 
in mezzo i due angoli A,B con le rette AF, BF, e condotte dal 
punto F ove queste si tagliano le normali FE, FD, FG sopra 
i tre lati, i triangoli BFG e BFE, AFE ed AFD saranno respet- 
tivamente eguali fra loro ( 5 18.2°) •, dunque FG=FE==FD, ed 
il circolo descritto col raggio FG passerà per G, E, D (497.8°), 
ove( 538 .II.) toccherai tre lati BC, AB.AC, normali per costruì 
zione ai raggi FG, FE, FD. 

542. Si avrà pure AE=AD,DC=GC,BG=BE: e fatti BC== 
g,CA=g\ AB— g", e il semiperimetro o semisomma dei lati 

del triangol o s ^ g 2 +s =^,sarà ^=AC-HBG=AB-4-DC=BC-t-AE; 
ondeBG-^'=*±^=«- J DC== 9 -g"=.?±^,AE= < 7-g== 

■ : espressioni di cui faremo qualche uso in appresso. 

Parallele 

18. 543 . Due rette si dicono parallele , allorché non hanno 

alcun punto comune nè in tutta la loro lunghezza , nè in tutto 
il loro prolungamento. Nel caso opposto , considerale per la parte 
in cui si accostano al punto comune, si chiamano convergenti , 
considerate per quella in cui se ne scostano si chiamano divergenti. 

544 - Dunque due normali ad una medesima retta, o in 
generale due oblique egualmente e nello stesso senso inclinate 
sopra di essa, saranno parallele : perchè si è veduto che nè 
l’una nè l’altra, comunque si prolunghino, non possono mai in- 
contrarsi, nè aver comune alcun punto ( 5 18. t° e 627). 

545 . Al contrario una normale e un obliqua, o due obli-, 
que disegualmente inclinate sopra di una retta , non possono 
esser parallele, e prolungate al di sopra o al di sotto s' incon- 
treranno. Supposte AB , CD due oblique ad All, si conducano 
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AE, AS in modo che sia P angolo EÀII eguale all’angolo DCH Fig.18. 
( 5 1 1 ) , e P angolo EAS maggiore di EAH , e tale che con- 
tenga un numero esatto n di volte l’angolo EAB(532). Quindi 
preso sulPindefiuita AH un numero n — ì d’intervalli CF.FG, 

GH, ec. tutti eguali fra loro e ad AC, si alzino FI, GL, HM, ec., 
le quali tutte facciano con AH angoli eguali ad EAH. E chiaro, 
t.° che le rette AE, CD, FI, ec. saranno tutte parallele (544)- 
2 °. Che gli n spazi indefiniti EACD, DCFI, ec. saranno tutti 
eguali fra loro, e ciascuno sarà la parte n sima dello spazio totale 
indefinito, steso fra la prima ed ultima parallela. 3°. Infine che que- 
sto spazio totale essendo visibilmente minore di tutto quello che 
giace tra i lati dell’ angolo EAS , anche la sua parte n sima EACD , 
sarà dunque minore dello spazio steso fra l’angolo EAB, parte 
fisima ( i; EAS: il che non potrebbe accadere, qualora P obliqua 
AB non tagliasse l’altra CD. 

54H. Perciò una retta normale ad una delle due parai - 
tele sarà normale anche all' altra : e in generale se le due pa- 
rallele AB, CD sieno comunque attraversate da una secante JN Q, 
dovranno essere eguali gli angoli JN FB, NGD, e per conseguenza 
i loro opposti ed eguali (5o 6. i°)AFQ, CGQ, ilor supplementi 
(5o44°) AFN, CGN, e gli eguali ai supplementi, QFB, QGD, 

547- Questi angoli a due a due, comecché situati dalla stessa 
parte si rapporto alle parallele che alla secante, si chiamano corri- 
spondenti. Si chiamano poi esterni quelli al di fuori delle paral- 
lele, come NFBjQGD; interni quelli al di dentro come FGD, 

CGF ; e alterni interni, alterni esterni quei degli interni 
ed esterni che restano P uno al di qua, l’altro al di là della se- 
cante, come AFG,NGD, e AFN, QGD. Onde nonsologli an- 
goli corrispondenti, ma ancora gli alterni interni e gli al- 
terni esterni sono respettivamente eguali. Infatti AFG— NFB 
—NGD; AFN— QFB— QGD, e nel modo stesso si dimostre- 
rà degli altri. 

548. Per condurre da un punto dato G ima parallela ad 
AB, descrivo con un raggio GF c coi centri G, F gli archi FLM, 

GA. Prendo FL=GA, e GL condotta per G,L sarà la paral- 
lela cercata; poiché gli archi eguali GA, FL danno eguali 1® 


Digìtìzed by Google 



*44 

Fig.i9. loro corde AG,FL (497 4 °) e quindi anclie i triangoli AFG , 
FGL (5io.d° ), e i loro angoli AFG, FGL. 

20 . 54g. Due o più normali , o più in generale due o più 

rette parallele FG, HI, comprese fra due parallele AB, CD, 
sono eguali. Infatti condotta GII gli angoli FHG, HGI alterni 
interni fra le parallele AB, CD, e gli angoli FGII, GHI alterni 
interni fra le parallele FG, HI sono eguali (547)- Dunque i trian- 
goli GFH.HGI, che hanno inoltre il lato comune GH, sono eguali 
(5 io.a°), e perciò FG—HI. Per l’istessa ragione si ha pure 
FH=GI. Quindi due parallele conservano una stessa distanza 
in tutto il loro prolungamento : altrimenti se differissero le di- 
stanze, differirebbero altresì le normali che le misurano (5 19). 

49 55o. Si proverà parimente, conducendo le due normali FH, 

OP, che sono eguali le due oblique FL, BO, comprese fra le due 
parallele FB,HD, qualora sieno eguali i due angoli FLD, BOL, 
o i due LFB, FBO. 

42, 55 1. Due corde parallele FG, IL intercettano due archi e- 

guali FI, LG," perchè il raggio CM normale ad FG , è normale an- 
che ad IL (54<>) : ora FIM=MLG ed lM=ML(5ai)j dunque 
FIM — IM=MLG — ML , ovvero FI— GL. Lo stesso sarebbe se 
uua delle parallele fosse tangente. 

2^, 55a. Due angoli coi lati respettivamenle paralleli , se 

son della stessa specie , cioè o ambedue acuti , o ambedue ot- 
tusi, come BAC, MLN , si eguagliano ; se di specie diversa, co- 
me BAC, NLG, f uno è supplemento dell altro. Prolungata LM 
fino all’ incontro con AC, il confronto degli angoli alterni interni 
darà NLD=LDA=BAC. Dunque nel primo caso BAC=NLD ; 
e poiché NLD è supplemento di GLN (5od) , dunque nel se- 
condo caso lo sarà ancora BAC. 

22 55i. Due angoli ABC, DEF della stessa specie, e tali 

che i lati dell ’ uno sieno o normali o inclinati ad angolo e- 
guale sul prolungamento dei lati dell ’ altro , sono eguali. Si 
conducano IB, LB parallele a DE, FE. Sarà IBL=DEF, e gli 
angoli ABI, CBL rappresenteranno le inclinazioni dei lati DE, 
EF sui lati AB, CB. Dunque ABI=CBL (547); e aggiunto all* 
Uno e all’altro Pangolo IBC, avremo ABC— 1BL=DEF . 


< 
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554- Due triangoli con tutti Unti paralleli , o con due soli 
paralleli , e il terzo dell ' uno coincidente col terzo dell ' altro o 
col suo prolungamento, come pure con tutti i lati dell'uno o nor- 
mali o egualmente inclinati sui lati dell' altro, son simili; poi- 
ché applicando a ciascuno degli angoli i raziocini precedenti, gli 
angoli si troveranno tutti eguali: dunque i triangoli saranno 
simili (5 oq). 

555. Se un numero di parallele DF, IL, AC, ec. taglia i 23. 
lati di un angolo SliC, tutti i triangoli BDF, BIL, BAC.ec. sa- 
ranno simili : poiché oltre l’ angolo comune B, tutti gli angoli 
BDF,BIL,BAC,ec., c gli altri BFD,BLI,BCA, ec., sono eguali. 

556. E se di più le parti BD, ID, Al di un lato sieno 
eguali fra loro, saranno eguali fra loro anche le parti BF, 

FL, LC dell' altro. Infatti condotte DH, IR parallelamente al 
lato BC, i triangoli DBF, 1DH, AIK con le basi BD , ID , AI 
eguali, e con gli angoli sulle medesime respettivamente eguali 
(547) saranno eguali (5 10. a" ), e daranno BF=UH— IR. Ma 
(549) DH=FL, IK=LC, dunque BF— FL=LC. Quindi se il 
numero delle parallele sia m, e perciò AB contenga m volte BD, 
anche BC conterrà m volte BF. 

55 7 . Di qui si ha il modo di dividere una data retta BC 24. 
in un numero m di parli eguali, o di trovarne la parte m slma . 

Si ponga con essa ad angolo un’altra retta indefinita BA, sulla 
quale si prendano due porzioni una arbitraria BD, l’altra BI= 
mXBD. Unito I con C, e condotta DE parallela ad IC, sarà 
BE la parte m s,nia di BC; poiché come BI=mXBD, anche 
BC— m X BE (556). 

558. Se il triangolo bdf s'immagini posto sul suo simile ABC 
in modo che V angolo b cada sul suo eguale B, e i lati bd, 
bf sopra i loro omologhi BA , BC, il lato df, rappresentato da 
DF , risulterà parallelo allato AC. Infatti il triangolo BDF co- 
me eguale a bdf, è simile ad ABC ; dunque ang.BDF^ang. 
BAC (5o9), e quindi DF, AC son parallele (544)* 

55q. Se prolungato in E il lato AC del triangolo ABC, si con- 26. 
duca AD parallela a BC, gli angoli E AD, ACB saranno corrispon- 
denti , e gli angoli DAB.ABC alterni interni. Avremo dunque 
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EAD=ACB , D AB— ABC; e quindi EAD-t-DAB— EAB= 
ACB-t-ABC, ciuf ' 1 f angolo esterno format. ’o dal prolungamen- 
to di uno dei lati di un triangolo , eguaglia la somma dei 
due angoli interni opposti. 

56o. Inoltre sarà EAD- 4 -DÀB-f-BAC=ACB-+-ABC-+-BAC; 
cioè la somma dei tre angoli di un triangolo , espressa dal 
secondo membro dell’equazione, eguaglia quella di due an- 
goli retti , valore del primo membro (f>o5). 

5b’i. Perciò i°. Ogni angolo di un triangolo è supple- 
mento della somma degli altri due • v.°. Due triangoli con due 
angoli eguali hanno eguale anche il terzo (5o4*3°) , e son 
simili ; e se di più hanno un lato eguale , sono eguali (5 io. a°). 
3°. I due angoli sidl’ ipotenusa di ìui triangolo rettangolo son 
sempre acuti, e l’uno è complemento dell’altro. 4 • Due 
triangoli rettangoli con un angolo acuto eguale son simili» 
ò°. IJìi triangolo non può aver che un solo angolo retto o ot- 
tuso ; e due almeno degli cmgoli son sempre acuti : altrimenti 
la somma di tutti oltrepasserebbe quella di due retti. 

5 () 2 . Da quest’ultima proposizione possono intanto dedur* 
si due notabili conseguenze. La l“. che la normale calata 
dal vertice di un triangolo, cader à al di fuori, se uno de- 
gli angoli sulla base sia ottuso come in ABC, caderci al di 
dentro, se sono ambedue acuti come in DEE. Poiché se nel 
primo caso cadesse al di dentro , per esempio in L, e nel se- 
condo al di fuori , per esempio in H , i nuovi triangoli BÀL , 
FEH avrebbero un angolo retto ed uno ottuso. La II*, che due 
triangoli ABC, abc con due lati AB, ab, e BC, bc, e conun an- 
golo A , a non contenuto eguali , sono eguali , se V olir an- 
golo C, c non contenuto sia in ambedue della medesima spe- 
cie. Infatti supponiamolo acuto; descritto col lato BC l’arco 
EC, e soprapposto l’angolo a all’ angolo A, il lato bc, che non 
potrebbe cadere se non che in BE o in BC ( 497 . 8 °), caderà in 
BC in forza dell’ essersi supposto acuto l’angolo c: onde i due 
triangoli totalmente coincideranno. Che se si abbiano in vece i 
due triangoli ÀBE , abe con gli angoli E , e ottusi , be cade- 
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rà per la ragione medesima sopra BE^ e i triangoli si copririin- Fig.28. 
no nel medesimo modo. 

Misura degli angoli 

563. Sia ABC un angolo qualunque, fra i lati del quale, 
col centro in B e con qualsivoglia raggio AB venga descritto 1’ 
arco ADC. Immaginando 1’ angolo suddiviso in un numero rh di 
parti eguali, quanto si voglia piccole, l’arco compreso resterà 
esso pure diviso in altrettante parti tutte eguali fra loro (523); 
e se dalla somma di n parti dell’ angolo risulti l’ angolo parzia- 
le DBC, anche l’arco DC compreso fra i lati del nuovo ango- 
lo risulterà dalla somma di n parti dell’arco ADC; ed avremo 
(358) ang. ABC : ang . DBC : : are. AC : are'. DC ; cioè i due 
àngoli saranno come i due ardii compresi fra i loro lati, 
purché descritti col medesimo raggio. 

564- Che se gli angoli ABC, DBC fossero fra loro incom- 
mensurabili , cioè P uno non potesse supporsi composto di n par- 
ti dell’altro, l’analogia precedente sussisterebbe in egualmodo. 

Si supponga infatti che la ragione dei due angoli in luogo di e- 
quivalere a quella degli archi AC,DC, equivalga a quella degli 
archi AC, CE. Qualunque differenza passi fra DC e CE , potre- 
mo prender sempre le parti di AC così piccole , che una almeno 
delle divisioni cada in qualche punto G fra D ed E. In tal caso 
condotta BG, fra gli angoli ABC, CBG e gli archi compresi ÀC, 

CG respetti vamen te commensurabili, potremo istituir la pro- 
porzione (563) ABC: GBC :: AC: GC ; ma in ipotesi ABC: DBC :: 

AC : CE, si avrebbe dunque (35^.3°) GBC : DBC :: GC : CE, pro- 
porzione insussistente, perchè se EcadefràCeD, si ha GBC< 

DBC e GC>CE ; e se cade fra D ed A , si ha GBC>DBC e 
GC<CE. 

565. Or quest’ eguaglianza di rapporto fra gli angoli e 
gli archi , in virtù della quale crescendo o scemando gli uni , 
crescono o scemano costantemente , e in egual ragione anche 
gli altri , dà luogo a prender questi per misura di quelli e vice- 
versa. Di qui il principio che V angolo ha per misura V arco 
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compreso fra i suoi lati , e descritto col centro al vertice e 
con un raggio qualunque : con che intendiamo dire, clic un an- 
golo è tanto maggiore o minore di un altro preso per unità di mi- 
sura, (pianto l’ arco compreso fra i lati del primo è maggiore o 
minore di quello compreso fra i lati del secondo, e descritto 
col medesimo raggio. E poiché la grandezza degli archi spettanti 
al medesimo circolo è proporzionale al numera dei gradi (127) che 
vi son contenuti, potremo sostituire il rapporto numerico di que- 
sti gradi al rapporto lineare degli archi, e valutare, come suol far- 
si , gli angoli in gradi. Così diciamo che un angolo è di do o di 4° 
gradi, allorché tale si trova essere il numero dei gradi contenuti 
nell’arco compreso. Nò in tal caso è necessario mentovare il rag- 
gio: poiché qualunque esso sia, il numero dei gradi non va- 
ria, e si mantiene- lo stesso per tutti gli archi descritti col centro 
al vertice, e compresi fra i lati di un medesimo angolo. Infatti 
3 ®' si abbiano le due semicirconferenze concentriche CQS.MPR, e si 
suppongano l , /' le respetti ve lunghezze lineari dell’arco di un 
grado nell’ima e nell’altra. Condotti i raggi BQ,B1) l'uno normale, 
e l’altro comunque obliquo al diametro SC, e supposti n, ri' i nu- 
meri dei gradi contenuti negli archi NM, I)C, avremo DC— /;/ , 
1 VM=b 1 / 1 ; inoltre QDC, PNM saranno metà delle semicirconfe- 
renze SQC, BPM (5 2 1 ), e perciò QDC=9o/, PKM=t)of. Maab- 
biamo (563) QBC: QDC:: DBC :DC, PBM : PNM:: NBM : NM; 
dunque poiché QBC=PBM , e DBC=NBM (5oi), perciò 
QDC : DC : : PNM : NM, cioè 90^ : ni : : 90 : rii', d’ onde n=n*. 

566. Dunque i°. V angolo retto è di 90°. 2 0 . Il supplemento 
di un angolo di gradii è 1 8o° — a, il complemento 90° — a (5o3). 
3°. La somma di tutti gli angoli formati da pik linee che si 
tagliano in un punto, è di 36o° (507). f\°. Im somma de- 
gli angoli di un triangolo è di i8o°(56"o). 5 L’ angolo del 
triangolo equilatero è di 6 o°(5a6). 6°. Ciascuno degli angoli 
acuti del triangolo rettangolo isoscele è di 4 5° (56 1. 3°). 
7 0 . Supposto di gradi a V angolo al vertice di im triangolo 
isoscele qualunque, ciascuno dei due sulla base sai a 90° — |a. 

56y. Fin qui il vertice dell’angolo si è supposto nel centro 
dell'arco che lo misura: nel qual caso l’angolo si chiama centra- 
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le. Ma audio qualora ne sia fuori vi è mezzo di condudere egual- FlR ' 3 * 
mente dall’ arco l’ampiezza e valore dell’angolo. Sia da determi- 
narsi l’angolo BAD del segmento, fatto dalla tangente AB e dal- 
la corda AD. Condotto ni punto A di contatto il raggio CA , e 
normalmente ad AD il raggio CE , prolungalo fino all’incontro 
della tangente in B, i triangoli rettangoli FAB , CAB (538.1) 
con l’ angolo B comune saranno simili (56t.4°), e daranno FAB— 
ACB=AE (565)=[AED (52 1 ). Dunque V angolo del segmen- 
to ha per misura la metà dell ’ arco sotteso dalla corda. 

568. Voglia determinarsi l’angolo inscritto DAK, formato 32. 
dal concorso di due corde DA, AK sopra uno stesso punto A del- 
la circonferenza AFDK. Condotta la tangente AB , si avran- 
no due angoli del segmento BAD , BAR, e sarà DAE=BAE — 
BAD=(56 7 )4ADK— fAFD=}(ADK— AFD)==;DR ; onde 
V angolo inscritto ha per misura la metà dell’ arco compreso 
fra le corde. E di qui i°. L’ atigolo centrale DCK è doppio 
dell’ inscritto appoggiato sullo stesso arco DK, perchè l'uno è 
misurato dall’arco intero DR, l’altro dalla metà. 2 °. L’ angolo 
inscritto appoggiato sul diametro è retto , poiché l’arco com- 
preso è in tal caso la semicirconferenza. ó°. Tutti gli angoli in- 
scritti appoggiati sullo stesso arco DE nel medesimo circolo 
v sono eguali, comecché tutti misurati da [DR. 4°- Fatta passa- 
re una circonferenza per i tre vertici di un triangolo (534), * ' at -i 
diverranno corde su cui saranno inscritti gli angoli opposti, che a- 
vranno per misura la metà degli archi sottesi. Or come a maggiori 
corde corrispondono archi maggiori (4q 7 .5°), e a corde eguali ar- 
chi eguali, così in ogni triangolo al più grand’ angolo e oppo- 
sto il più gran lato, e viceversa ad angoli eguali sono opposti 
lati eguali (525. 4°)- D’onde 5°. in ogni triangolo rettangolo 
l ipotenusa, comecché opposta all’angolo retto (5o8), è mag- 
giore di ciascuno dei due cateti, che sono opposti ad angoli acuti 
(56i.3°); 6°. di due oblique AB, AG che da uno stesso punto 27, 

& e da w ta stessa parte della normale AD scendono sopra 
una medesima retta DC quella è maggiore che più si scosta dalla 
direzione della normale. Infatti ABD essendo angolo acuto, ABC 
sarà ottuso (5o3)e quindi maggiore di AGB necessariamente acu- 
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f‘ig.2". l» (56 1 .5°). Dunque il lato AC opposto ad ABC sarà maggiore di 
AB opposto ad ACB. 

33. . r >òV). Vogliasi in terzo luogo misurare l’angolo eccentri- 

co BAD, o BAF, formato dall’ intersezione in A delle due corde 
BG , FD. Conduco GE parallela ad FAD, ed ho BAD=BGE 
(54 7 )=;-BDE(568)= ; BD-KDE=; BD-KFG (55 1 )=KKD 
-+-FG). Di qui BAF=i8o° — BAD (566.2°)=4FBDGF— i(BD 
-4-FG)={(FB-l-GD) : perciò l’angolo eccentrico ha per mi- 
sura In semisomma degli archi compresi fra le corde. 

Sjo. Vogliasi inGne misurare l’ angolo circoscritto BAD, col 
vertice fuor del circolo in A. Condotta GE parallela ad AD, sarà 
BAD=BGE=}BHE (568) = J(BD — ED)=i(BD— -GI)(55 1). 
Se AD divenga la tangente AF , sarà FAB= j(FB — FG); onde 
se AMè l’altra tangente, sarà FAM=j(FBM- — FGM). Perciò 
V angolo circoscritto ha per misura la semidifferenza de- 
gli arcld compresi fra i lati. Ma si venga ai Problemi. 

33- 5 7 1 . 1. Data una retta AB, che non possa prolungarsi, 

alzaie una normale sopra una delle sue estremità B. Fatta 
passare per A, B una circonferenza ABEA (533) , si conduca il 
diametro AL, e quindi la corda LB, che sarà la normale cercata 
(568.9.°). 

34 5 7 a. II. Condurre una tangente da un punto dato A fuo- 

ri della circonferenza. Unisco A, C, e sulla retta AC presa come 
diametro descrivo un circolo che taglierà il dato nei punti M, M’; 
e poiché condotte AM, MC, l’ angolo CM A è retto (568.2°), la MA, 
normale a CM, é tangente in M (538.11). Il problema ha due so- 
luzioni, potendosi condurre da A anche la tangente AM*. 

33 . 5 7 3. III. Sopra la retta AB descrivere un segmento ca- 

pace di un dato angolo a, cioè descrivere un circolo in cui po- 
sta AB come corda, gli angoli iscritti sopra AB risultino eguali 
ad a. Costruito l’ angolo DAB=a ( 5 1 9. ) , si alzi AL normale ad 
AD in A, ed FE normale ad AB inF metà di AB. Il punto d’iuter- 
sezione C delle due normali sarà il centro, ed AC il raggio del cir- 
colo cercato. Infatti AD sarà tangente in A (538.11), e condotte 
a qualunque punto L della circonferenza le corde AL , LB , a- 
vremo ALB=* (AGB (568) =DAB(56' 7 )=a. 

5 7 4- IV. Descrivere un triangolo di cui sia datala ba- 
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se 1>, l' altezza c, e f angolo al vertice a. Presa AB=A, si ese- fì 8 .33. 
guisca sopra AB tutta intera la costruzione del problema prece- 
dente : quindi presa FH=c, pel punto H si conduca LL 1 paralle- 
la ad AB , e le corde AL, LB. Il triangolo ALB sarà manifestamen- 
te il cercato. 

575 . V. Dati i tre punti B, C, D trovarne un quarto A 35. 
tale che condotte AB, AG, AD si abbia BAC=a, CAD=£. Con- 
dotte BC, CD si descriverà respettivamente sull’ una e sull’al- 
tra un segmento capace dei due angoli a, b (573). L’interse- 
zione delle due ciraonferenze, che per tal via verranno ad es- 
ser descritte, darà il punto richiesto. 

Linee rette proporzionali 

576 . Se di quattro rette date la prima sia contenuta nella 
seconda tante volte quante la terza è contenuta nella quarta, que- 
sto rette diconsi proporzionali fra loro. Tutte le proprietà che 
abbiamo dimostrato appartenere alle proporzioniformate da quan- 
tità qualunque ( 357 ), convengono in particolare anche a quelle 
formate da queste rette , giacché secondo ciò che osservammo 
(4g8), a nche le rette entrano nell’ ordine delle quantità. 

577 . Poste ad angolo le due rette All, AL, prese sull’ima 4J 
e sull’ altra due porzioni AD, AC comunque piccole ed ineguali, 

e condotta DC, si supponga che AI, AB contengano l’ una m, P 
altra n parti eguali ad AD, onde sia AI— m X AD, AB— nXAD. 
Condotte IF, BG parallele fra loro e a DC, sarà (557) AF= 
mX AC, AG=uXAC; e quindi AI : AF : : AB: AG, e (357) 

AI : AB— AI : : AF : AG— AF, ossia AI : IB : : AF : FG. Dun- 
que se due rette AB, AG son tagliate da dneo più parallele, 
le parti son proporzionali alle rette intere e fra loro. 

578 . Che se AI, AB non fossero fra se stesse commensura- 
bili (4g8), cioè se AB non contenesse esattamente un numero n 
di quelle m parti che son contenute in AI, il teorema non sa- 
rchile men vero. Infatti rinnovando il raziocinio già fatto altro- 
ve (564) > supponiamo elle in tal caso dovesse aversi piuttosto 
AI: IB : : AF :F£ . Potremo sempre supporre le parti AD cosi 
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Fig.45. piccole che una delle divisioni di AI cadendo in L, la parallela 
LP incontri AH in un punto P contenuto fra G ed E. In tal 
caso fra le parti AI, IL, AF,FP respetlivainente commensura- 
bili, avremo Ja proporzione AI : IL : : AF : FP, e quindi AI : AF :: 
IL :FP ; ma dall’altra proporzione supposta abbiamo AI : AF :: 
1B : FE, starebbe dunque IL : FP :: IB : FE , ossia IL : 1B :: l' P : 
FE; proporzione insussistente, perchè con IL>IB siila FP<FE, 
e con IL<1B si avrebbe FP>FE , cioè le due ragioni sono nel 
1" un caso e nell’ altro inverse fra loro (35a). 

5j(). Se i triangoli ABC, abc son simili, tutti i loro lati 
omologhi son proporzionali. Poiché se l’angolo B— ò, presa so- 
pra AB la parte DB eguale al lato omologo ab , e condotta DF 
parallela ad AC, i triangoli BDF.òac sarauuo eguali (5 io. 2 °) : 
ma AB : BC :: BD : BF ; dunque AB : BC :: ab : bc- Si proverà e- 
guahnente che AB : AC:: ab: ac, che AC : CB :: ac : cb. 

58o. Reciprocamente, i triangoli ABC, abc son simili se 
hanno lutti i loro lati omologhi proporzionali. Perla costru- 
zione passata, i triangoli DBF, ABC son simili ; dunque AB: 
BI) : : AC : DF :: BC : BF ; ma per ipotesi AB : aò(=DB) :: AC : 
ac :: BC : bc, dunque DF=ac, eBF=5c ; dunque i triangoli BDF, 
abc sono eguali e simili ; e poiché il primo è simile ad ABC, lo 
è dunque anche il secondo. 

h8i. I triangoli ABC, abc son simili se hanno un ango- 
lo eguale Beh , ed i lati intorno a quest’ angolo proporzio- 
nali. E alta la solita costruzione , avremo AB : BC :: ab : bc :: BD 
(=a/>) : BF : dunque BF=ic , ed il triangolo abc è eguale 
a BDF, e perciò simile ad ABC. 

47 . 582. Se dal vertice dell angolo retto A del triangolo ret- 

tangolo BAC si abbassi sull ’ ipotenusa BC la normale AD , 
i°. 1 triangoli BAD,ADC saranno simili tra loro e al triango- 
lo totale BAC ; 2 0 . la normale AD sarà media proporzionale 
tra i segmenti BD , DC dell’ ipotenu sa BC; 3°. ciascun cateto 
AB, AC sarà medio proporzionale trai’ ipotenusa BC e il re- 
spettivo segmento adiacente BD,\oT)C. Infatti i°. i triangoli 
rettangoli BAD, BAC hanno l’angolo B comune, e i triangoli 
ADC, BAC han comune l’augoloC; dunque son simili (56i.4°), 
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e due triangoli simili ad un terzo lo sono anche tra loro. 2 0 I trinn- F ' 8 
goli simili BAD, ADC danno BD: AD::AD :DC. 3°. I triangoli 
simili BAD,BAC danno BD :BA :: BA : BC, e i triangoli simili 
B AC, ADC danno DC : AC :: AC: BC. 

583. Diviso un angolo A d' un triangolo ABC in mezzo 
con la retta AD, i lati BA, AC saranno proporzionali ai seg- 
menti adiacenti BD, DC. Poiché condotta BF parallela ad AD che 
incontri in F il lato AC prolungato , si avrà BD : DC : : FA : 
AC:mal’angolo ABF=DAB=DAC= BFA; dunque il triangolo 
FAB è isoscele; oudeFÀ-=AB, eBD : DC ::AB : AC. Perciò se 
sia AB>AC avremo BD>DC. 

58 4- Quindi se nel triangolo CAD rettangolo in D, l’ango- 
lo acuto CAD venga diviso in m parti eguali dalle rette AE, 
AG, AB, AF, AH, ec. ciascuna delle m parti DE, EG,GB, BF, 
ec. in cui resterà diviso il lato opposto CD, sarà maggiore della 
sua precedente. Infatti poiché in primo luogo abbiamo AG>AD 
(568.5°) e i due angoli GAE, EAD sono in ipotesi eguali, avre- 
mo GE>ED (583). Parimente poiché i due angoli BAG, GAE 
sono egu di e abbiamo AB>AE (568.6°), sarà GB>GE; e così si 
dimostrerà FB>BG , ec. 

585. Si supponga frattanto che condotta comunque da A 49- 
sopra CD la retta AB,i due angoli BAD, CAB risultino fra di 
loro nella ragione di n:n 1 cioè che l’uno comprenda parti n , 
l’altro parti n 1 delle rn contenute nell’angolo totale CAD. Le 
rette AE , AG, ec. condotte come sopra, divideranno in 
n parti la porzione BD del lato CD, e in parti ti la rimanente 
BC. Or siccome la parte FB è la minore fra le parti n 1 con- 
tenute in CB, e la BG è la maggiore fra le parti n contenute 
in BD, sarà dunque CB>/i’XFB, e BD<reXBG. Di qui (5o) 

CB n'xFB , ... CB »’ ... , 

gp-, ed a piu torte ragione ^ > — , poiché essendo r o> 


BG , si ha S 7 ,>i e per conseguenza il prodotto — X rr. mag- 


FB 


BG 


BG 


giure del fattore -. La ragione dunque dei due segmenti CB, BD 

non segue in vermi caso, ed anzi supera sempre quella dei 
respettivi angoli opposti. 


Dìgitized by Google 



Fig.49. 


a54 

„ CB n' . , CB n' . CB-+-RD 

586. Da— >— si ha pure quindi — r^r— > 


BD 


ossia ; dal che più particolarmente si apprende che 


crescendo nella ragione di n : m imo degli angoli acuti d' un 
triangolorettangolo, il lato opposto cresce in una ragione mag- 
giore ; talché se quello divenga o doppio, o triplo, o nP l °, que- 
sto diverrà più che doppio, più che triplo, più che nP 10 . 

Si. 587 . La normale MP abbassata da im punto qualunque 
M della semicirconferenza AMB sul diametro AB è media 
proporzionale fra i due segmenti AP, PB del diametro . In- 
fatti condotte le corde AM,MB, l’angolo AMB sarà retto (56'8.2°); 
il triangolo AMB sarà dunque rettangolo in M, e quindi avremo 
(58a.2°) AP : PM :: PM : PB. Dedurremo ancora che ciascuna 
delle corde AM, BM' è media proporzionale tra V intero dia- 
metro e il segmento adiacente (582 3°). Comunemente la nor» 
male PM prende il nome di ordinata al circolo , e i due seg- 
menti del diametro prendon quello di ascisse. 

588. Se due corde AB, CD si tagliano in un circolo, le loro 
parti AF ed FB, CF ed FD son reciprocamente proporziona- 
li. Poiché condotte AC, BD,i triangoli ACF, FBD, in cui l’angolo 
CFA=DFB, e CDB==C AB (568.3°), son simili, onde CF : AF :: 
FB : FD. 

54 . SBq. Le parti esteriori AD, AE di due secanti AB , AG 
condotte da un punto A fuori d’ una circonferenza, son reci- 
procamente proporzionali alle intere secanti. Poiché condotte 
BE, DC, i triangoli ABE, ADC , che oltre l’angolo comune A 
hanno eguali gli angoli B, G, son simili,e danno ( 579 ) AD : AE :: 
AC : AB. 

55 590 . Se la secante AC si converte nella tangente AM, questa 

sarà media proporzionale tra la secante intera AB e la sua 
parte esteriore AD. Condotte MD, MB, i triangoli AMD, AMB, 
che oltre l’ angolo comune A hanno eguali gli angoli AMD , ABM 
( 567 .568), son simili e danno AD : AM :: AM : AB . 

58 5gi . Termineremo coi seguenti importanti Problemi. I. Da- 
te tre rette a, b, c, trovare una quatta proporzionale. Sulle 
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due rette AD, AE ad angolo, prendo AB— a, AD— c, ed AC=A; t'i-.ìa- 
condotta CB , e quindi DE parallela a GB, i triangoli simili ACB, 

ÀED danno AB : AG :: AD : AE.ed AE sarà la quarta proporzionale 
cercata. Se si voglia una terza proporzionale fra due rette date a,b, la 
costruzione sarà la medesima, e solo bisognerà prendere AD=ÀC. 

II. Trovar tra duo rotte a, b una media proporzionale. 59. 
Sull J indefinita APB prendo AP=a , BP=ò, e descritto un se- 
micircolo del diametro AB , la perpendicolare PM sarà la 
media proporzionale cercata (587). Oppure supposta a)>ò pren- 
do AP— a , e su di essa la porzione AD— b. Quindi descritto 

il semicircolo AGP, alzo l’ ordinata DG : la corda AG sarà la me- 
dia proporzionale richiesta ( ivi ). Oppure presa come sopra AP— <>C 
a, AD— b, descrivo sul diametro DP il semicircolo DCP, e con- 
duco da A la tangente AG, che sarà media proporzionale fra AP 
ed AD (Sqo). 

III. Dividere una retta a nella ragione in cui è divisa l'al- 
pa AB. Da A conduco AC —a, che faccia con AB un angolo 
qualunque CAB. Inoltre conduco CB, e dai punti di divisione I, 

F, D di AB parallelamente a GB le rette IH, FG, DE, ed avrò 
(5 77 ) AB : AC: : AI : AH : : IF: HG : : FD : GE : : DB : EG. 

IV. Per un punto dato A dentro un angoloBCD condurre 
una retta BD le cid parti AD, BA fieno nella ragione di m : n. 
Conduco per A la retta AE parallela a CD , e quindi presa BE 
in modo che stia EC : BE : : m : n (S91.UI) , conduco BA, che 
prolungo in D, ed ho BD retta cercata. Infatti attese le parallele 
AE , GD, abbiamo AD : AB : : EC : BE : : m : n. 

V. Dividere una retta data ABm media ed estrema ra- 
gioite, cioè in modo che il maggior segmento FB sia medio propor- 
zionale fra l’intera AB e il minor segmento AF. Si alzi da A 
la normale AC=jAB, e condotta CB, prendasi FB— CB- — AG, 
e sarà F il punto cercato di divisione. Infatti descritto col rag- 
gio AG e centro in C il circolo ADRA, sarà CD=AC,BD=CR 
— AC=FB,RD=2AC=AR, ed RB=RD-t-DB=AB-t-FB. Frat- 
tanto poiché AB è tangente in A (538.11), e perciò ($90) 

BD : AB:: AB : RB , sostituiti dunque i trovati valori , avremo. 
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• FB : AB :: AB : AB-l-FB . e di qui (357.3°) FB : AB— FB : : AB : 
AB-f-F'B — AB, cioè 1 B : AF : : AB : 1 B : ovvero (tVti°) AB : FB:: 
FB: AF 

Poligoni 

592. Si chinina poligono ogui figura piana terminata da 
rette, alle quali si dà il nome di lati. Il più semplice fra 
i poligoni è il triangolo, di cui abbiamo già mollo parlato, il 
quadrilatero ha quattro lati , il pentagono 5 , V esagono 6 ; 
l ettagono , ottagono , enneagono , decagono , duodecagono , 
pentadecagono, ec- sono poligoni di 7, 8, 9, 10,12, i 5 , cc. lati. 

5 q 3 . J poligoni si dividono in irregolari che li a uno gli an- 
goli e i lati ineguali; in simmetrici che hanno tutti i lati op- 
posti paralleli ed eguali ; e in regolari che hanno tutti i lati e 
lutti gli angoli eguali. Dico usi isoperimetri , quando hanno un 
egual contorno o perimetro. 

5 q 4 . Il quadrilatero simmetrico si chiama parallelogram- 
mo ; il regolare, quadrato ; il quadrilatero con due lati paralle- 
li, trapezio ; il parallelogrammo con tutti i lati eguali, ma coti 
angoli ineguali, rombo o losanga-, e il parallelogrammo che 
ha eguali i soli iati opposti, ma retti tutti i suoi angoli, si chia- 
ma parallelogrammo rettangolo, o solamente rettangolo. 

5 q 5 . Una retta AD che attraversa un poligono da un an- 
golo all'altro si chiama diagonale. L angolo saliente ha il ver- 
tice fuor della figura, come ABC; l’angolo rientrante lo ha den- 
tro, come CDE. 

5 q (). Le diagonali AC, AD, AE condotte da un angolo A, 
dividono il poligono di lati n in un numero n — 2 di triangoli, 
come è chiaro, i cui angoli sonunaii riproducalo gli angoli stes- 
si del poligono: dunque la somma di questi angoli è *S=t8o°(« — 
2). Onde i°. in un quadrilatero, *S’== 36 o°; in un pentagono, 
5 = 54 o°; ec.; 2°. l’angolo d’un poligono regolare, che gli ha 

tutti eguali , (392) sara — — - = 1 80 — , tanto piu ot- 

tuso o più prossimo a 180°, quanto n è più grande ( 5 o). 

597. I supplementi degli angoli salienti formano in tutti 
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36o°. Poiché i salienti coi lor supplementi son i8o°Xn (5o4), Fig 36. 
e i soli salienti son i8o°(» — a); dunque i supplementi son 
i8o°n — 180 °(n — a)=»36o 0 . , 


Poligoni simmetrici 

598. I lati opposti d’ un poligono simmetrico dovendo es- 
ser paralleli ed eguali (593), è chiaro i°.che il numero di questi lati 
è sempre pari; a°. che condotte da ogn’ angolo d’un poligono 
simmetrico le diagonali agli angoli opposti , i triangoli contraria- 
mente situati come AFB, DFC, che oltre AB=DC , hanno e- 
guali gli angoli FDC ed FBA, FCD edFAB(547). sono eguali. 

599. Dunque AF=*FC, BF— FD, ec., cioè tutte le diagonali 
AC,l)B,ec. si tagliano in due parti eguali in un punto stesso F, che 
può chiamarsi il centro del poligono : perciò ogni diagonale AC, 
e in generale ogni retta IL che passa per il centro F, è di- 
visa in mezzo in F , e divide il poligono in due parti eguali e 
simili, per essere eguali i triangoli FIB eDFL, AIF edI,CF,ec. 

tìoo. Quindi per descrivere un poligono simmetrico di un 
numero dato di lati , per esempio di sei , condotte comunque per 
un punto F tre rette EFG,DFB, AFC, prendo FB—DF, AF= 
FC, EF=GF , e per i punti A,B,G,C,D,E conduco AB , BG, 
ec. , che saranno i lati del poligono: perchè i triangoli AFB,DFC 
essendo eguali (5io.i°),AB è dunque eguale e parallela a DC, ec. 

Poligoni regolari 

60 1 . Ad un dato poligono regolare ABDF GHA si può sem- 
pre inscrivere o circoscrivere un circolo , cioè si può de- 
scrivere una tal circonferenza che passi per tutti i vertici , o che sia 
tangente a tulli i lati. Divisi in mezzo con le rette AC,BC due 
angoli contigui A,B (53 1 ) , c dal punto C di concorso condotte 
CD,CF,CG, ec. l’eguaglianza degli angoli A,B (5y3), e per con- 
seguenza quella delle loro metà CAB, ABC darà AC=CB (568-4*); 
e l’eguaglianza dei lati AB,BD darà eguali i triangoli ABC,BCD 
(5to,i°),equindi GD=GA=CB, come per la stessa ragione si tro» 
T. I. in . 


38e39. 


39. 


40. 
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p ig 40. verebbe CD=CF, CF=*CG,ec. : onde la circonferenza col cen- 
tro in C e raggio AC passerà per tutti i vertici del poligono. 

602. Si calino adesso CK,CL, CM.ee. normali ai lati AB, 
BD, DF, ec. I triangoli CKB,CBL saranno eguali ( 5 t 8 . 3 °), e 
daranno CK=CL, come i triangoli parimente eguali CLD, CMD 
daranno CL— CM, ec.; dunque il circolo descritto col centro in 
C e raggio CK. passerà per K,L, M, ec. (497*8°), e sarà tangen- 
te a ciascuno dei lati BA,BD, DF, ec. ( 538 . 11 ). 

Quindi ciascun lato di un poligono regolare inscritto è 

corda dun arco di -— 36 o°, posto n il numero de’ lati : così il 

lato di un triangolo equilatero inscritto è corda di 1 20°, quello di un 
quadrato è corda di 90 0 , d’un pentagono è corda di 72 0 , di un esago- 
no è corda di 60", di un decagono è corda di 3 6 °, d' un pentadecago- 
no è corda di 24 °iCC. In generale quanto sarà maggiore n, ossia il 
numero dei lati, tanto sarà più piccolo l’ arco sotteso , e quindi 
tanto minore la lunghezza del lato del poligono inscritto (497 S 0 )- 

6 0 3 . Il problema inverso, cioè inscrivere o circoscrivere 
un dato poligono regolare ad un circolo dato , non ha solu- 
zione generale. Bensì qualora si abbia uu poligono qualunque in- 
scritto, potremo averne altri infiniti dividendo in 2, in 4, in 8,ec. 
parti eguali ( 53 1) gli archi sottesi dai lati, e applicando le corde a 
ciascuno degli archi così suddivisi. Potremo inoltre sempre cir- 
coscriverne unOsimile, cioè d’egual numero di lati: il che si fa 

tt. conducendo sui lati AB, BD, DF,ec. del poligono inscritto i raggi 
normali CR, CO, CE, ec.,e ai punti R.O,E, ec. le tangenti GQ, 
QS, ST, ec., che essendo normali ai raggi saranno parallele ai 
lati, e formeranno il poligono esterno GQSTYG regolare e si- 
mile al dato. Infatti inatteso il predetto parallelismo , tutti gli 
angoli del poligono esterno saranno eguali a quelli dell’interno 
( 552 ), e in conseguenza fra loro: 2“ Condotte dal centro C ai 
vertici del poligonoesterno le rette CG, CQ, CS, ec. , i triang oli 
rettangoli CPG e CRG , CRQ e QOC, COS e CES, ec. , sa- 
ranno eguali ( 5 18. 3 °), e daranno eguali gli angoli PCG e GCR, 
RCQ e QCO, OGS ed SCE, ec., e per conseguenza gli archi 
AP ed AR, RB e BO, OD e DE , ec. Dunque CG passerà per 
il punto A metà dell’ arco PAR e vertice del poligono inscritto; 
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e nel modo stesso GQ passerà per il vertice B, CS per il ver- Fig.4<. 
tice D, ec. Dunque i triangoli GCQ, QCS, ec. saranno simili ai 
triangoli ACB, BCD, ec. ( 555 ), e come questi, eguali fra loro, 
e perciò si avrà GQ=QS=ST, ec. j cioè il poligono esternoavrà 
eguali anche tutti i suoi lati tangenti alla circonferenza , e quindi 
sarà regolare ( 5 g 3 )e circoscritto. Nel modo stesso se si ha il poli- 
gono circoscritto può costruirsi il simile inscritto. Ma vediamo 
quali poligoni si possono inscriver direttamente. 

604. I. Inscrivere in un dato circolo un triangolo eqitila- 40 . 
tero. Col punto B della circonferenza come centro, e col rag- 
gio BC, descrivo l’ arco ACD che tagli la circonferenza: in A, D : 
per A, D conduco AD, e presa AG=>AD, ADG sarà il trian- 
golo richiesto. Poiché condotte AB, BD, i triangoli ACB, BCD 
sono equilateri: dunque gli archi AB, BDson di 6 o°( 56 t>. 5 °), e 
l’arco totale ABD di i*o°, la cui corda è lato del triangolo e- 
quilatero (602). 

6 0 5 . Poiché l’arco AVB è di 6o°, la sua corda AB è il lato 
dell ’ esagono regolare (602): ma AB=CB; dunque il lato dell e - 
sagono regolare inscritto è eguale al raggio. Può anche osser- 
varsi che prolungato il raggio CD tino all’ incontro con la BN 
tangente al circolo nel punto B, sarà BN un semiìatodel trian- 
golo equilatero circoscritto ((io 3 ), e frattanto avremo CQ-'CB:: 

QD : BN (577). Ma il triangolo isoscele CDB dàCQ=QB( 525 .i°) 
e perciò CB=2CQ, dunque BN=2QD=AD , e 2BN=2ÀD. 

E poiché 2BN è l’intero lalo del triangolo equilatero circoscrit- 
to, perciò il lato del triangolo equilatero circoscritto è dop 
pio di quello dell’ inscritto. 

606. II. Inscrivere un quadrato in un dato circolo. Con- 4 
dotti i diametri AD, BF normali l’uno al l’altro, essi taglieran- 
no la circonferenza nei plinti A, B, D, F,e le corde AB, BI), 

DF, FA daranno il quadrato, per esser gli archi AB, BD, DF, 

AF tutti di i)o w ( 5 i 3 ). 

607. III. Inscrivere in un circolo dato un decagono re- 
golare, e quindi un pentagono regolare. Sin AB il lato del de- 
cagono, e si conducano i raggi AC, BC, e la retta BE che divida in 
mezzo l’angolo ABC. L’angolo ACB— 3 (j" (602); dunque l’angolo 
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Fig.43. ABC=BAC=72°: ma BE divide in mezzo 1 * angolo ABC; dun- 
que ABE= 36 °=ACB ; dunque i triangoli ABE, ACB son simi- 
li ; dunque AE: AB : : AB : AG ; ma l’ angolo EBC= 36 °=ACB, 
dunque il triangolo CEB è isoscele, e perciò EB o AB=EC , 
ed AE : EC : : EC : AC ; se dunque si divida il raggio AC in me- 
dia ed estrema ragione ( 5 qi.V), il maggior segmento ECsarà 
il lato AB del decagono regolare. Descritto il decagono , se ne 
uniremo con rette i vertici di tre in tre, verremo a formare il 
pentagono: poiché ciascuna di queste rette sari» corda di un 
arco di 72° (602). 

608. IV .Inscrivere in un circolo un pentadecagono regolare. 
44 Presa AB eguale al raggio, e condotta AD eguale al lato del de- 
cagono, la corda BDsarà il lato del pentadecagono. Infatti l’ar- 
co ADB=;6o 0 , l’arco AD= 36 °, e 6o° — 36 °= 24 °> arco del pen- 
tadecagono (602). 

609. Coi metodiprecedenti e con le ripetute suddivisioni degli 
archi (b‘o 3 ), inscrivonsi dunque in un circolo tutti quei poligoni 
regolari, il numero dei cui lati venga espresso da un termine qua- 
lunque delle quattro progressioni geometriche 3 , 6, 12, ec$ 4 » 
8, 1 6, ec ; 5 , t o, 20, ec ; 1 5 , 3 o, 60, ec. Lungamente si è creduto 
esser questi i soli poligoni inscrittibili coi semplici mezzi della 
Geometria elementare. Ma fin dal principio di questo secolo 
il celebre Gauss di Brunswick trovò potersi pure inscrivere coi 
medesimi mezzi tutti i poligoni di lati 2 n -f-i, e quindi quelli 
di lati 2 m (2? ! -f-i), purché n sia tale che 2 n -t-i risulti numero 
primo. Dimostreremo a suo luogo quest’ insigne verità pel caso 
più semplice, cioè di n= \ e quindi 2"-t-i=>i7. 

610. Circoscritti ad uno stesso circolo due poligoni re- 
golari P,P' l’ uno di lati m, V altro di lati am, il perimetro 
p del primo sarà maggiore del perimetro p 1 del secondo : V op- 
posto avverrà se i due poligoni sieno inscritti. Sia in primo luo- 
41 • go GQ un lato del poligono circoscritto P, cd R il punto in cui 
tocca la circonferenza. Sarà GR un semilato (602) , e quindi 
p=mX2GR=2mXGR. Condotta GC, e quindi AN tangente 
al punto A, saranno AN,NR due semilati del poligono di lati 
edavremo p'=2i»(AN-f-KR), e quindi p:p' amXGR: 2m(AN 
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- 4 -NR) :: GR : ANh-NR :: GN-+-NR : AN-4-NR. Ma il triangolo 
GN A rettangolo in A dk GN>AN ( 568 . 5 °), dunque GN-4-NR> 
AN-4-NR, ossia GR>AN-+-NR, e perciò p>p x - 

Sia in secondo luogo BD un lato del poligono inscritto P. 
Condotto il raggio CO normale a BD e quindi la corda BO, sarà 
IB il semilato del poligono P, ed OB un lato del poligono P x 
( 6 o 3 ). Avremo dunque p—m X 2lB=2m X IB, e p'^smX 
OB , e p : p' :: a/nXlB : amXOB :: IB : OB. Ma il triangolo 
BIO rettangolo in I dà OB>IB, dunque p x >p. 

6‘ 1 1 . Di qui facilmente si raccoglie che di tutti i poligoni rego- 
lari, il numero dei cui lati sia rappresentato da un termine qua- 
lunque della serie m, am, t\m, 8 m, ... i n m, quello che avrà più 
lati avrà minor perimetroseè circoscritto, maggiore se inscrit- 
to ; e la serie sarà crescente relativamente ai poligoni inscritti t 
decrescente rapporto ai circoscritti. 

6ia. Il perimetro p di qualunque poligono regolare in- 
scritto è minore del perimetro p' del poligono simile circo- 
scritto. Infatti sia AB un lato del poligono inscritto, e GQ quel- 
lo del poligono circoscritto, costruito nel modo superiormente 
indicato ( 6 o 3 ). Supposto mil numero dei lati, avremo p=mX. 
AB , p x —mX.GQ,e p : p 1 ::mXAB: mXGQ :: AB : GQ:: CS: CR. 
Ma CR=CA, e CS<CA ( 568 . 5 °), equindi CS<CR, dunque p<p x » 
La differenza per altro dei due perimetri sarà tanto più picco- 
la quanto più CS si accosterà ad essere eguale a CR, cioè quan- 
to più la corda AB si scosterà dal centro C , e in conseguenza 
quanto sarà più piccola questa corda ( 53 o) e l’arco da essa sot- 
teso , e quindi quanto sarà maggiore il numero dei lati dei due 
poligoni (602). 

61 3 . Frattanto è ben visibile potersi concepire S portato 
tanto vicino ad R , che la differenza RS fra CS e CR si ri- 
duca ad esser minore di qualunque quantità assegnabile. A 
quel punto anche la differenza tra i due perimetri sarà dunque 
minore di qualunque quantità assegnabile, in modo che comunque 
poco si aumentasse il perimetro del poligono inscritto , verrebbe 
ad eguagliare ed anche a superare il perimetro del circoscritto, 

614. La circonferenza è maggiore del perimetro di qua- 
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lutique poligono regolare inscritto , e minore di quello di qualun- 
que poligono regolare circoscritto. La prima proposizione è evi- 
dente, giacché ogni lato del poligono inscritto è una corda della 
quale è sempre maggiore l’ arco sotteso. Col qual ragionamento 
si verrebbe a dimostrare altresì che la circonferenza è sempre più 
grande del perimetro di qualunque poligono inscritto, anche non 
regolare. E qui pure dovrà osservarsi che se il poligono è rego- 
lare e di lati m, e mediante la ripetuta suddivisione degli archi 
ci conduciamo al poligono di lati a n m ( 6 o 3 ), l’ultimo comecché 
di maggior perimetro ( ivi ) differirà dalla circonferenza meno 
che il primo, e tanto meno quanto maggior sarà il coefficiente 
2", cioè quanto più avremo spinta la suddivisione j e come non 
vi è limite alcuno per questa, così potremo sempre pervenire 
ad un tal poligono di lati i n m, che differisca dalla circonferen- 
za meno di qualunque assegnata o assegnabile quantità. 

61 5 . Riguardo all’altra proposizione , sia C la lunghezza del- 
la circonferenza, P,P' i perimetri di due poligoni inscritto l ’uno, 
circoscritto l’ altro, ambedue d’un egual numero di lati m. 
Sia inoltre a la differenza tra C e P\ e si supponga C>P\ Sa- 
rà primieramente P<P' (612). Potremo poi sempre inscrivere 
tal poligono regolare di lati i n m, il cui perimetro p differisca 
da C di una quantità minore di a (61 4 ), nel qual caso avremo 
C — p<C — P',ein conseguenza P'<p. Circoscritto in seguito un 
nuovo poligono dello stesso numero 2 n ni di lati, e chiamatone 
p' il perimetro, avremo p’>p (612), P'>p (61 1 ), e quindi P'>p. 
Dunque se si avesse C>P\ P' sarebbe nel tempo stesso e minore 
di p e maggiore di p 1 quantità più grande di p: il che essen- 
do assurdo, non potrà dunque sussistere che sia C>P’. E neppur 
potrebbe sussistere che fosse C=P\ perchè qualunque siasi P' vi 
sarebbe sempre luogo di circoscrivere a \C un nuovo poligono 
p' <P ( (611), nel qual caso si avrebbe C>p\ contro ciò che 
si è dimostrato. E quindi forza ammetter C <P ( . 

6 16. La circonferenza è dunque il limite a cui tendono i 
perimetri dei poligoni regolari inscritti e quelli dei circoscritti, 
a misura che coll aumentar dei lati, gli uni vanno aumentando 
in lunghezza, gli altri diminuendo •, ossia è il confine comune o 
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di separazione delle due serie crescente l’una, decrescente Pai tra, 
formate quella dai successivi poligoni iscritti di lati m,2m J 4w»> ec » 
questa dai poligoni circoscritti medesimamente di lati 

617. Ma sia P un poligono irregolare, edMN ne rappresenti ^ 
un lato qualunque che tocchi la circonferenza in O. In tal caso si 
supponga che OQ < OM sia il semilato di un poligono regolare cir- 
coscritto. Condotto il raggio CO e le rette CM,CQ, CN avremo 

(585.586) — > , ossia sostituendo alla ragione dei due 

angoli , la ragione ^ degli archi che li misurano (563), 

OS 

ma abbiamo (61 4) OQ>OR , dunque altresì OM>OS. Co- 
sì si dimostrerà ON>OU, e quindi tutto il lato MN>SOU, arco 
compreso fra le rette CM, CN condotte alle due estremità del la- 
to. Ragionando egualmente rapporto a ciascun degli altri lati si 
concluderà che la loro somma, e in conseguenza il perimetro del 
poligono irregolare circoscritto è desso pure maggiore della cir- 
conferenza. 

618. Di due circonferente quella che ha maggior raggio gg. 
è maggiore di quella che lo ha minore. Sia ABD>=<7 la cir- 
conferenza di raggio maggiore , abd=c quella di raggio minore. 
Descritta col centro f della minore e con un raggio cif eguale a 
quello della maggiore una nuova circonferenza a'b'd'=C 7; avre- 
mo C'—C. Ora s’ inscriva o s’immagini inscritto in C 1 un po- 
ligono regolare del perimetro p 1 , e tale che la distanza d’uno 
dei suoi lati a'b' dal centro f oltrepassi il raggio af della circonfe- 
renza minore; al che potremo sempre pervenire col solito mezzo 
della ripetuta suddivisione degli archi (6o3) , dopo avere primie- 
ramente inscritto in C'un poligono regolare qualunque. Si condu- 
cano quindi i raggi fa,fb ', la retta e'f normale ad ab ' , e la gh tan- 
gente alla circonferenza c nel punto e , ove la circonferenza é at- 
traversata da e'f. Sarà (6o3)gh il latod’un poligono p circoscrit- 
to a c, simile al poligono p' inscritto a C 1 ; onde, supposto m 
il numero dei lati dell’uno e dell’ altro, avremo p—mXgh, />'— 
mXa'b 1 , e p:p':: gh : a'b' :: fe :fe' ::fa : fa' ; e poiché in ipotesi 
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Fìg- 08 . sì ha af </V , sarà dunque p<p'- Ma abbiamo ( 6 » 4 ) p 1 < C* 
((il 5 ) p>c‘, dunque C’>c, ossia C> c. 

Figure simili 

619. Due figure son simili quando con un numero eguale 
di lati hanno tutti gli angoli respcttivamente eguali , e tutti i la- 
ti omologhi proporzionali. Onde i poligoni regolari di un egual 
numero di lati , e perciò i circoli, limiti naturali di tutti que- 
sti poligoni , son figure simili. 

66. 610. I perimetri di due figure simili ABCDE, abcde son 

tra loro come i lati omologhi AB, ab, ocome un egual nume- 
ro dilati omologhi AB -t-AE-HDE-|-ec.,aò-t-ae-t-^e-+-ec. Essen- 
do AB : ab :: AE : ae :: DE : de :: DC : de ec. , la somma degli an- 
tecedenti o il perimetro della prima figura, è alla somma de’ con- 
scguenti o al perimetro della seconda, come AB : ab, o come 
AB-h-AE-+-DE-Hc.:aò-4-oc-t-</e-t-ec ( 358 ).Ondeicontorni p,p l 
di due pcligoui regolari ABDEFG, abdefg son tra loro come il 
lato AG all’ omologo ag, come la porzione BAGF all’omologa 
bagf dei perimetri ; e se C è il centro dei circoli inscritti o cir- 
coscritti , attesi i triangoli isosceli e simili aCg, ACG, si avrà 
p : p' :: AG: ag :: CG : Cg :: OS : Cn; cioè i perimetri di due 
poligoni regolari e simili stanno come i raggi dei circoli in- 
scritti o circoscritti. 

621. Nasce da ciò che le circonferenze stanno fra loro co- 
me i raggi. Infatti sieno c, C due circonferenze dei raggi r, R, 
e si supponga che in luogo di c: C:: r : R, dovesse aversi c :C :: 
r:R [ , e fosse R!>R Descritta col raggio R' una nuova circonfej 
renza C\ sarà C>C (618); e chiamato a l’eccesso di C sopra 
C, avremo C' — C=a. Or s’ immagini inscritto in C un poligo- 
no regol a re del perimetro p* e tale che sia C* — p<La (6 1 4 ); ed un 
altro poligono simile s’immagini inscritto in c, il cui perimetro 
sia rappresentato da^;. Sarà p'>C f e(6i/\) p<c. Frattanto avremo 
(620) p : p* r : R\ e per conseguenza p : p' ::c: C, e p :c:: p : C 
proporzione che non può sussistere con p < c, e p ] > G( 34 y>d 5 1 ). 
Dunque non potrà essere R!>R. 
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Supponiamo R!<R. Sarà allora C>C;ese, posto C — C=a, 
si circoscriva a C 1 un poligono regolare di tal perimetro p che si 
abbia j} — C<a ; un altro simile se ne circoscriva a c, e il pe- 
rimetro di questo si chiami p, avremo p <C, e (61 5) p>c. Sa- 
rà poi come sopra p: p 1 ::r: R! :: c : C, d’onde p :c :: p 1 : C, pio- 
porzione che non può in veruu modo aver luogo con p>c, e 
p'< C. Dunque R 1 non solo non potrà esser maggiore, ma neppur 
minore di R ; sarà perciò ed avremo c: C:: r : R- 

622. Di qui c : r :: C : R. Perciò se si chiami are il rappor- 

to numerico della circonferenza C al raggio R quando j?=i, a- 
vremo c. r:: 27T : 1 e di qui espressione dalla quale si 

ha il valore di qualunque circonferenza c dato per il suo raggio 
r, o quello del raggio r dato per la circonferenza c a cui appar- 
tiene, quando per altro sia conosciuto n; il che fino a qual pun- 
to possa conseguirsi lo vedremo nella seconda parte. 

623. In due poligoni simili ABCDE, abcde le diagonali F; g .67. 

AD, AC, ad, ac son proporzionali tra loro e ai lati omologhi 

AE, ae. I triangoli ADE, ode son simili avendo un angolo E— e, e 
intorno ad esso i lati proporzionali (58 1 )j dunque AD : ad : : AE : ae; 
così si troverà AC : ac:: BC : bc ::DE : de :: AD : ad ec. In gene- 
rale le figure simili hanno proporzionali tutte le loro dimen- 
sioni omologhe. Onde per descriver sopra un lato omologo ad 69. 
AB un poligono simile al dato ABCDEF, si prenderà in AB, 
prolungato se occorra, la retta A b eguale al dato lato, e condot- 
te dal punto A le diagonali AC, AD, AE, le parallele bc a BC, 

cd a CD, de a DE, ef ad EF, formeranno il poligono cercato: 
poiché i poligoni ABCDEF , kbcdef hanno gli angoli respettiva- 
mente eguali e i lati proporzionali , attesi i triangoli simili ABC, 

A bc, e ACD, Acd,ec. 

Seco sdì. Parte 
Superficie 

Dichiarammo a suo luogo cosa si voglia intendere per 
superficie (489)- Entrando adesso a parlarne, ci limiteremo iu 
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questa seconda parte alle sole superfìcie piane (494)» e Conside- 
randole in primo luogo limitate dai perimetri delle più note fi- 
gure, daremo il modo di trovarne l’area o misura, e confron- 
tarle fra loro ; passando poi a supporle come dotate d’ estensione 
indefinita, e l’une sull’ altre variamente inclinate, determinere- 
mo la natura e la direzione delle loro intersezioni , e il modo di 
misurarne le inclinazioni. Quanto alle superficie rimanenti, non 
potremo parlarne che nella terza parte , dopo aver premesse le 
nozioni dei solidi e delle loro diverse conformazioni. 

Misura delie superficie 

6a5. Misurare , altro non significa che determinare il rap- 
porto numerico di una quantità qualunque data ad un’ altra quan- 
tità omogenea egualmente data, che si assume come già no- 
ta , e a cui si dà il nome di unità di misura (498)- Cosi misu- 
riamo una durata di tempo , computando il numero di volte che 
questa contiene un’altra durata nota , la quale può esser quella 
d’un anno, d’ un mese ,d’un giorno, d’un’ora,ec. Misuriamo 
unalunghezza o una distanza, valutando ilnumerodi volte che o 
l’una o l’altra contengono una lunghezza o distanza nota, la 
quale può essere un braccio, un metro , una tesa , un miglio , 
una lega,ec. $ e dovremo dunque in pari modo misurare una su- 
perficie data , calcolando quante volte dessa contenga un’altra 
superficie nota e di convenuta estensione , la quale dovrà conside- 
rarsi come unità di misura. 

626 . Or questa superficie convenuta è un quadrato , che 
aver deve per lato un’ unità del genere di misura , al quale si 
vuol riferire la valutazione della superficie assegnata. Cosi se si 
vuole aver la superficie in braccia, il quadrato unità de v’ essere 
un braccio quadro , cioè un quadrato di cui ciascun dei lati 
abbia la lunghezza d’un braccio; e il numero di volte che 
la superficie del braccio quadro è contenuta nella superficie da- 
ta, dà in braccia quadre il valor cercato della medesima. Che 
se il quadrato unità abbia un pollice di lunghezza per lato , il 
valore della superficie misurata risulterà in pollici quadri, ec. E 
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se il lato del quadrato unità non ha lunghezza nè determinata, nè 
di qualità specificata, rimarrà del pari indeterminata e non spe- 
cificata la superficie da misurarsi; eia misura non altro darà che il 
rapporto fra due superficie una delle quali è la data, l’altra si 
considera come eguale all’unità. Ed è appunto sotto quest’ultimo 
aspetto che misura e valuta le superficie la Geometria. Or 
l’uso stabilito di riferire al quadratola misura d’ ogni superficie, 
ha dato luogo a chiamar quadratura la valutazione di una super- 
ficie qualunque ; e il problema sì celebre della quadratura del cir- 
colo consiste appunto in trovare un quadrato di superficie e- 
guale a quella del circolo. Tutto ciò premesso, diamo il modo di 
misurare la superficie delle più usuali figure. 

627. Sia prima di tutto da misurarsi il quadrato ABCD, o Fig- 7 t. 
più compendiosamente il quadrato BD=Q, diverso da abcd o 

da bd=q quadrato unità. Presa FB=£c , e condotta FE paral- 
lela a BA , si supponga che il lato ab=bc= 1 del quadrato q 
entri m volte in AB; e quindi sia AB=m X«A. E chiaro che il 
quadrato q entrerà del pari m volte nel rettangoloBE , ed avre- 
mo BE=m X <7; e d è chiaro altresì che il lato FB =bc entrerà pu- 
re w volte nel lato BC, ed altrettante volle il rettangolo BE entre- 
rà nel quadrato Q. Avremo dunque Q=m X BE— m 2 X <7; dal che 
si conclude che la superfìcie Q d’ un quadrato qualunque ABCD 
si ha moltiplicando la superficie q del quadrato unità per il 
quadrato m 1 del numero m di volte che uno dei lati AB di 
quello contiene uno dei lati ab di questo. Così se ab è un pol- 
lice, ed AB un piede, nel qual caso ra= 12 (i2Ì) , sarà <7 un pol- 
lice quadro, e Q=i 44 pollici quadri. 

628. Siccome però in generale <7=1, e l’equazione AB= 
m X ab, nella quale ab=>i , dà m* AB, avremo altresì, sostituen- 
do, Q= AB 2 , equaz ione egualmente idonea a rappresentare il valor 
relativo del quadrato Q , qualora però vi si consideri AB non 
assolutamente come lato del quadrato, nel quale aspetto non po- 
trebbe moltiplicarsi nè con se stesso, nè con verun’ altra retta , 
ma bensì come una quantità che tiene il luogodell’ indicato rap- 
porto 7 nt il quale soltanto, essendo sempre numerico, può an- 
dar soggetto alla moltiplicazione. In caso diverso l’espressione 
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Fìg.7t. AB* non farà che rappresentare la superficie del quadrato ABCD 
costruito sopra AB, senza darcene per altro il valore espresso 
e relativo. 

629. Debba in secondo luogo misurarsi la superficie del ret- 
72 ' tangolo ABCD, o più semplicemente AC ==/?. Si supponga che i 
lati AB, BC contengano l’uno m , l'altro n volte il lato où= 1 
del quadrato unità , laonde si abbia AB=to X ab, BC=n X ab. 
Presa BE — AB, e condotta EF parallela ad AB, avremo il qua- 
drato AE=w 2*X<7 (627), che visibilmente sarà contenuto tónte 
volte nel rettangolo AC -=R, quante volte il lato BE*=sAB>=m X 
ab è contenuto nel lato BG=nX«ù, ossia quante volte m è 

contenuto in n, numero che visibilmente corrisponde ad —(29). 


Sarà dunque X m 2 q=nm X q ; e di qui : si misura la super - 

fide di im rettangolo moltiplicando la superficie del quadrato 
unità per il prodotto mn dei rapporti m, n, che il lato di que- 
sto ha coi due lati di quello. E qui pure dovrà osservarsi che 
essendo q— 1, e l’equazioni AB=mXoA, BG —n'X.ab, nelle 
quali ab— 1, dando m— AB , n=BC, avremo sostituendo 
/?— ABXBC. d’onde più semplicemente: la superficie d’ un 
rettangolo si ottiene moltiplicando uno per V altro i due la- 
ti ineguali } purché per valore di questi lati si assuma quel- 
lo del respettivo loro rapporto numerico col lato del quadrato 
unità. In questo solo caso l’espressione ABXBC sarà un vero 
prodotto, il cui valore ci farà conoscere quello della superficie 
cercata. Diversamente essa non sarà che uu modo di rappresen- 
tare la superficie, qualunque essa sia, del rettangolo che ha per 
lati AB, BC, e potremo usarla in questo senso ogni qual volta 
non altro si richieda che accennar questa superficie, e non già di 
valutarla , come sempre accaderà in avvenire. Quantunque poi 
la detta espressione non possa allora in rigore riguardarsi come 
prodotto, noi la qualificheremo con questo nome, che promi- 
scueremo indistintamente con quello di rettangolo. 

63 o. E qui prima di più oltre procedere osserveremo 1 °. che 
avendosi R—mn, sarà — — n. , cioè (sostituendo i valori di R, m. 




AB*BC 

AB 


BC, appunto come dall’Algebra si ha 
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Il°.Se con la normale FE si divida il rettangolo AC =/?, nei due Fig J2. 
AE= J fl',FC= J ft'',sarà R'-hR"—R. Ma A'=AB X BE.JP'—FE X 
EC=AB X EC, ed i?=AB X BC=AB(BE-+-EC), avremo dunque 
Ali X BE+AB XEC=?=AB(BE-t-EC), nel medesimo modo che 
dall’Algebra si ha ab-+-ac=a(b-+-cfi Sarà pure R — R'—R ]ì ’, e di 
qui AB XBC-r- AB X BE— AB X EC=AB(BC — BE), come egual- 
mente dall’Algebra abbiamo ab — ac=a(b — c) . Noi faremo li- 
beramente uso di queste riduzioni, che quantunque di apparen- 
te dominio dell’Algebra , non cessano come qui vediamo, di ap- 
partenere anche alla Geometria. 

Infine III\ se AB, uno dei lati del rettangolo, cresca nel- 
la ragione di i : p, e divenga ^XAB^=A'B, e l’altro BC sce- 
mi nella ragione medesima e divenga ^-XBG=BC', chiamato IV 

il nuovo rettangolo, avremo jR^A'BXBC'—pXABX - X- 

BC=AB X BC=/?, cioè la superficie del nuovo eguaglierà quella 
del primitivo. Ora è visibile che i lati di questi due rettango- 
li stanno in ragione inversa tra loro (349), e c h e quindi danno 
la proporzione AB : A'B ::BC' :BC (35a). Dunque i°. l’equa- 
zione ABXBC=A'BxBC' tra due rettangoli eguali in su- 
perficie può sempre sciogliersi nella proporzione AB : A'B :: 

BC : BC, nel modo medesimo che 1’ equazione algebrica ab=cd si 
scioglie nella proporzione a : c :: d : b (356) ; 2 °. Reciprocamen- 
te se quattro rette AB, A'B , BC', BC sono in proporzione , il 
rettangolo fatto con le due medie eguaglierà il rettangolo 
folto con le due estreme, nel modo che nello proporzioni al- 
gebriche il prodotto dei termini medj eguaglia quello degli estre- 
mi. Quindi se la proporzione è continua , onde sia AB : A ( B: : 

A’B: BC, sarà AB X BC=A'B*, cioè il rettangolo fatto coll 'estre- 
me eguaglierà il quadrato fatto sulla media, o che ha la media 
per lato : come all’ opposto se un rettangolo eguagli in super- 
ficie un quadrato, il lato di questo sarà medio proporzionale fra 
i lati di quello. Grande è l’importanza di queste preposizioni 
in lutto il seguito della Geometria, e noi non molto tarderemo 
a profittarne : ma ritorniamo alle misure. 

63 1. La superficie d’ uu triangolo rettangolo eguaglia 


! 
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Fig.74. il semiprodotto dell ’ un cateto per V altro. Infatti , condotta 
nel rettangolo AF la diagonale BE, i triangoli ABE, BEFsaran- 
no eguali tra loro (5 10. 3°), e ciascuno equivarrà inconseguen- 
za alla metà del rettangolo. Avremo dunque ABE= 

{ ABxAE ( 629). 

73. 63a. La superficie d’ im triangolo qualunque ABC equivale 

al prodotto d’ im lato AC per la seminormale BD condotta dal- 
V angolo oppostoli su questo lato, prolungato se occorra. Poi- 
ché se la nonnaie cade sulla base (562), avremo ABC = CDB-t- 
ADB=(63 1 )| CD xDB-i-i AD XDB= (63o.II)}DB(AD-t-DC) 

= jDBxACj e se cade fuori del triangolo sul prolungamento 
della base , avremo ABC— CDB — ADB— ( BD X CD — ( BD X AD 
=4BD(CD — AD)=yBDXAC come sopra. 

J4 633. Dunque il parallelogrammo AD equivale al prodot~ 
to della base AE per l’altezza BC, ossia per la distanza dei 
lati paralleli AE.BD. Poiché, condotta la diagonale BE, i due 
triangoli ABE, BED saranno eguali (599), e il parallelogram- 
mo sarà doppio d’uno qualunque dei due. Avremo perciò AD= 
2 ABE=2 X 4AE X BC=AE X BC. 

75. 634. Il trapezio ABCD h il prodotto della semisomma 

delle sue basi parallele AD , BC per la lor distanza FC ; 
poiché condotta la diagonale AC, si ha DABG=DAC-+-CAB= 
h FC X AD-K FC X BC (63 1 )=4 FC( ADh-BC). 

635. Il poligono regolare è il prodotto del suo perirne' 

67 . tro per la seminormale condotta dal centro sopra uno dei la~ 

ti , ossia per il semiraggio del circolo inscritto : poiché i rag- 
gi dal centro agli angoli dividono il poligono in triangoli egua- 
li e simili, ciascun dei quali è il prodotto del lato del poligono 
per la seminormale; dunque il poligono è il prodotto della se- 
minormale, ossia del semiraggio del circolo inscritto (601), per P 
intero perimetro; ed una porzione B AG del poligono, è il pro- 
dotto di BA-f-AG per la seminormale. 

636. La superficie S del circolo eguaglia il semiprodot- 
to della circonferenza nel raggio. Sia infatti r il raggio, C la 
circonferenza. Se non dovesse aversi S= \rC, ma piuttosto S= 
\rC\ e fosse C' la circoufereuza di un nuovo circolo di raggio 
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maggiore, e quindi C'>C (61 8), ogni poligono circoscritto a C, 
il cui perimetro P 1 fosse medio fra C' e C avrebbe una su- 
perficie S'=> ( 635 ) jrP'cjrC, e quindi <S, cioè si caderebbe 
nell’assurdo di una superficie contenuta più grande della sua 
contenente. E se fosse & < C, immaginato come sopra un poli- 
gono regolare del perimetro P' medio fra C e C\ si avrebbe in pri- 
mo luogo P'<C ,e>C' . Sarebbe in oltre ìrP^ìrC 1 e quindi 
>S. Posto frattanto \rP' — S~a, qualunque poligono circoscritto 
a C la cui superficie superasse quella del circolo dato di una quan- 
tità minore di a, avrebbe un perimetro P<P\ e in conseguenza 
<C , il che essendo impossibile (6 1 4) sarà altresì impossibile 
che sia C'<C. Non potendo dunque aversi nè C 1 maggiore dìC, 
nè C l minore di C , dovrà esser 0 <=C % e quindi S=lrC. 

637. Frattanto se qui si ponga il valor trovato di C=zrn 
(611) , avremo S=r 2 n, espressione che ci farà conoscere il rap- 
porto della superficie del circolo al quadrato del raggio , quando 
si conosca il rapporto n della circonferenza al raggio (ivi). 
Inoltre se si abbia un settore circolare ( 496 ) chiuso da un arco che 
stia alla circonferenza totale : : a : 1 , la sua superficie corrispon- 
derà ad ar 2 TC. 


Paragone delle superficie 

638 . La maniera diretta di paragonare due superficie è quella 
di confrontare i rapporti che l’una e l’altra trovansi avere col 
quadrato unità (626). Ma può bene spesso instituirsi un para- 
gone immediato fra loro , il che si fa nei casi e modi seguenti. 

63 g. Due rettangoli stanno fra loro in ragion composta 
delle basi e delle altezze -, lo stesso accade di due parallelo - 
grammi e di due triangoli. Poiché chiamando S, s le due su- 
perficie , B, b le basi, A, a le altezze respettive, avremo per i 
rettangoli e per i parallelogrammi (629.633) S=AxB,s=aXb, 
e peri triangoli ( 632 ) S—iAXB,s=ìaXb, e quindi in tutti 
i casi S:s: : AXB: aXb. 

64 o. Due rettangoli con basi eguali stanno come le al- 
tezze.-, con altezze eguali slatino come le basi: il che sotto 
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le stesse condizioni segue pure tra due parallelogrammi, etra 
due triangoli. Infatti dalla proporzione S : s : : AXB: aXb, 
nel caso di A=a risulta S : s : : B:b, e nel caso di B—b ri- 
sulta S : s : :A :a. 

Fig.79. 6’4 1 - Se due triangoli BAC, bac hanno un angolo A==a , 

saranno tra loro come i prodotti de 1 lati intorno all’ angolo 
eguale. Poiché condotte le normali BD, bd sui lati AC, ac , a- 
vremo BAC : bac :: BDX AC : bdy,ac\ ma i triangoli simili ABD, 
abd danno BD:W::AB:«£, e di qui (357.3°) BDXAC: 
bd X ac : : AB X AC : ab X ac, dunque BAC : bac : : AB X AC : ab X ac- 
64 a. Due figure simili stanno come i quadrati delle loro 
dimensioni omologhe. Poiché si suppongano A,B,C, ec. nell’una, 
ed a,b,c, ec, nell’altra le dimensioni respettivamente omolo- 
ghe , e sieno A,B nella prima , a,b nella seconda quelle dal cui 
prodotto risultano le respetlive superficie S, s. Avremo S : s'. : 
Ay.B : aY,b. Ma la supposta similitudine dà (fili') A :a:: B:bi: 
C :oe c.; e da A : a: : B: b abbiamo (357- 3.°) A 2 : a 2 :: AY.B : 
a'X.b, dunque S: s :: A 2 : a 2 :: B 2 : b 2 : : C 2 : c 2 ec. Cosi i rettangoli, 
i parallelogrammi ed i triangoli simili stanno come i quadrati dei 
lati, o delle diagonali, o delle altezze; dal che possiamo per e- 
sempio dedurre che la superficie del triangolo circoscritto è qua- 
drupla dell’inscritto, poiché il lato del primo è doppio di quel- 
lo del secondo (6o5). Per le stesse ragioni i circoli stanno co- 
me i quadrati dei raggi, dei diametri, delle circonferenze, ec. 

643- Di due poligoni regolari circoscritti ad uno stesso cireolo, quello che 
ha minor numera di lati ha maggior superficie. Premetto, come cosa o ei idea- 
te o facile a dedursi , che la lunghetta dei lati di un poligono regolare circoscritto 
decresce in ragione del loro numero. Sia frattanto n il numero dei lati d'uno 
40. dei due poligoni, ed tn< n quello dell’ altro, Supposto ZF un semilato del primo, 
e ZX un semilato del secondo , e chiamate T, t, t' le superficie dei tre triangoli 
ZCX, ZCF, FCX, ed S, s, s 1 quelle dei settori circolari ZCr, ZC f, fCr , saran- 
no primieramente 2mT, hit le intere superficie dei due poligoni } 2mS, 2 ns e- 
quivaranno ambedue a quella del circolo, ed avremo infine 7=f+t', ifc=a-f-a’. 
Descritto quindi col raggio CF l’arco TFB, e chiamati a, a 1 i due nuovi settori 

t' <r‘ 

TCF, FCB, sarà f < <J, t'>< j' e quindi — > — . Ma abbiamo (642) a : s CF 1 i 

t e 


1 , , e* s 1 , , t’ s 1 t'-f-f a'-Hs . f . 

\ej \\ 7 ì s , dunque — » c pereto— e di qui oaaia 
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S 2mT 2 mS „ 2m7ì 

e - — > — • Ma, come si e già veduto, 2mS=2ris , sarà dunque f>\ 

* 2 ut 2 ns ’ 2wf 

e quindi 2mTf>2nt. Nó 

<>44. />t due poligoni regolari isoperimetri quello che ha più lati ha mag* 
gior stqjerjicie . Sicno p, p' due poligoni isoperi metri d’ uno stesso circolo r a 7 f , 
e P y P ] due a lui circoscritti respiriti v aulente simili agli isoperimetri: avremo 
(r*7r)*;=.Pp(649) = -Pp 1 , e supposti i più lati in p, P f sarà P (610.635)/ 
dunque P x : P’p'> P : Pp, cioè 1 : p' > 1 : p, c p>p f . 


Ca.o notabili (V equivalenza dì superficie fra due o più 
poligoni di una stessa, o di diferente figura 


645. Due rettangoli, due parallelogrammi e due triangoli 
son respcttivamenle eguali in superficie, se hanno le basi in 
ragione inversa delle altezze; poiché se A. a :: b : B , avremo 
AXB —a Xb, e la noia proporzione (63;;) S: s:: AXB : aXb 
darà S=s. 

646. Due poligoni regolali i cui perimetri P, P 1 sicno 
inversamente come i raggi r, r 1 dei circoli inscritti sono egua- 
li in supeifcie. Infatti chiamale S, S 1 le due superficie, si ha 
(635)A=jrP, S'=ir'P', ed S : S' :: rP : r'P'. Se dunque abbia- 
si per condizione P : P' ::r' : r, sarà rP^r'P 1 ,ed S=B'. 

C»47- Il prodotto del semiraggio nel perimetro del po- 
ligono regolare inscritto di u lati, equivale alla superficie del 
poligono inscritto di lati 211. Sicno P,P' i perimetri dei due 
poligoni, AF un lato dell’uno, ÀK un lato dell’ altro, A’ 1 la su- 
perficie del secondo; e si conducanoci normale ad AR, e CA 
al punto d’incontro A dei due lati. Avremo P— «XAF, 7 JI ^= 
anXAR, S'—ìClXP 1 (635) =nXAK.XCI. Ora ARxCF= 

CR X AO, perchè ambedue questi rettangoli son doppj in super- 
ficie del triangolo ACR (63z); di più AO=JAF; sarà dun- 
que S'—ìn XCR X AF=i CR X P- 

6/{8. La superficie S 1 del poligono regolare inscritto di la- 
ti ari è media proporzionale fra le superficie S,S" dei poligo- 
ni inscritto e circoscritto di lati u. .Supposto RR un semilato 
del poligono circoscritto, parallelo al semilato AO del poligono 
simile inscritto, e ritenuta nel rimanente la superior costruzio- 

T.L 18. 


Fig.42. 
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Fig.42. ne (647) « avremo ( 635 ) Sr= ! n X CO X AF =n X CO X AO , 
•S'^nXCKxKK , e come sopra (647) iS'^jB^CRXAF. 
Dunque fi: fi' ::CO: CK, ed fi? : fi" :: AO:RK :: CO : CK ; 
(579) e quindi fi : S' :: fi' : fi". 

649. La superficie S del circolo è media proporzionale 
fra le superficie S',S" di due poligoni regolari simili , l’uno 

circoscritto, l' altro isopeririietro ( 5 g 3 ) alla circonferenza, C 
del circolo. Posto r il raggio del circolo supposto , ed r' quello 
del circolo inscritto al poligono isopertmetro, avremo S=r 2 rt 
(637), iS'^jr'C ( 635 ) —rr'ir (622), ed£ ,( :fi ::rr'n 
r. Ma abbiamo (6^) fi": fi ' ::r ' 2 : r 2 , dunque iS Ma : fi 3 :: fi": fi' , 
ovvero fi": fi 2 :: 1 : fi' , ossia fi" : fi:: fi : fi 1 . E qui può osservarsi 
che come si ha sempre fi'>fi, cosi sarà fi>fi", cioè la superficie 
del circolo è maggiore di quella di qualunque poligono rego- 
lare suo isoperimetro. 

65 0. Due triangoli che abbiano due lati eguali a due 
lati, e l’angolo contenuto nell’uno, supplemento di quello con- 

28 . tenuto nell’altro, sono eguali in superficie. Sieno ABE, bec i due 
triangoli, e si abbia AE=et\ BE=òe, e l'angolo AEB— 1 8o° — bec. 
Prolungala AE in C in modo che abbiasi EC=AE=ec, e con-: 
dotta BG, i triangoli CBE, che, che oltre i lati BE e be, EGed 
cc hanno eguali gli angoli contenuti BEC , bec , saranno eguali 
( 5 1 o. 1 °); ma il primo eguaglia insuperficie il triangolo ABE, con 
cui ha eguale la base e visibilmente comune l’ altezza , altrettan- 
to dunque accaderà del secondo. 

77, 65 1. Se la retta FE sia divisa comunque in A, il rettan- 

golo FEXAF sarà eguale al rettangolo FA XAE col qua- 
drato di AF ; cioè fatta F A=a, AE=ò, sarà {a-\-b)a—ab-\-a 2 . 
Infatti presa FG=AF, formato il rettangolo FL, e condotta AK 
parallela ad FG, sarà FK=AF X FG=AF X AF=AF 2 , AL= 
AEX AK=AExFG— AExFA; e quiudi FL=FE X 1 G— FE 
X AF=AL-4-FK=FA X AE-+-AF*. 

65 ?.. Poste le stesse cose, il quadralo di FE sarà eguale 
ai quadrati di FA.AE col doppio rettangolo FAXAE ; cioè 
(a-Eò) 2 =rtM-2«A-HÒ 3 - Costruiti sopra FE ed FA i quadrati 
pN.FK e prolungate AK in P, GK in L, sarà NL=NE — LE 
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*=FE — FA=AE=KL, onde KN=KL a =AE l ; inoltre GP= Fig-77. 
MPXMG=FAXAE; AL— LE X AE=-FA X AE j onde FA— 
FE a ==FK-t-AL-4-GP-4-Ki\=FA 2 H-2l’A X AE-t-AE 2 . 

653. Poste le stesse cose, il quadrato di FA sarà eguale 
ai quadrati di FE,AE meno il doppio rettangolo FEXAE: 
cioè fatta FE=a, E A— A, sarà (a — A) 2 =« 2 — oabA-b 2 . Eseguila 
infatti la costruzione che sopra, si ha FK=FA a = FA — A A — GP 
=FN — A A — ( GA— KA ) = FA — AA — GN-t-KA =FE 2 — 
aFE X AE-t-AE 2 , 1 

654* Inoltre i quadrati di FE,AE saranno eguali aldo p- 
pio rettangolo F'EXEA,e al quadrato di FA; cioè posto F A 
s=«, AE=i, sarà (a- s rb) 2 -\-b' i = , 2 b{a-{-b)-ha' 2 . Infatti se come 
abbiamo adesso veduto FA 2 =FE Z — ?.FE X AE-t-AE 2 , è chia- 
ro che dovrà aversi altresì FA a -t-aFE X AE=FE 2 H-AE 2 . 

655. Se la retta DA sia divisa in mezzo in G e cornuti- 78 
que in F, il rettangolo AFXl D col quadrato di FG sarà e- 
guede al quadrato della metà DG; cioè fatto AG=rt,GF— 
sarà (a-\-b){a — b)-\-b z =a*. Formato sopra DG il quadrato 1)1 

e prese ED ed MI eguali ad AF, si costruiscano i rettangoli EF, 

MIE Poiché DO==DG<=GA , ed ED=FL— F A, sarà EO—FG. 
Inoltre poiché OI=DO ed MI— AF, sarà OM=EO=FG. 

Quindi EM=E0 2 =GF 2 ; ai=mixih==mixeo=afxfg 

—GL : onde DI—DG 2 — EM-t-MH-t-DH=FG 2 +GL-t-DH= 
FGm-DL— FG 2 -t-DF XFL=FG 2 -t-DF X FA. 

656. Nel triangolo rettangolo il quadrato fatto sulla nor- 
male calata dal vertice dell' angolo retto sulla base equivar- 
rà al rettangolo fatto coi due segmenti i lolla base : e il qua- 
dralo fatto sopra uno qualunque dei due cateti equivarrà al 
rettangolo fatto con V intera ipotenusa e il segmento adiacente 
al cateto. Tutto ciò spontaneamente risulta dalle proporzioni sta- 
bilite altrove (58a). 

65y. Del pari e nel modo stesso concluderemo che nel 
circolo il quadrato dell' ordinata equivale al rettangolo del- 
le ascisse , e quello di ciascuna delle due corde con- 

dotte dall ’ estremità del diametro cdla sommità dell ardi- 
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nata equivale al rettangolo formato dall'intero diametro e 
dal segmento adiacente . 

658. Nel quadrilatero formato da quattro corde, il prò • 
Fig.56. dotto BDX AG delle diagonali eguaglia i prodotti BAxDC-4- 

BCxDA dei lati opposti- Fatto l’angolo GDF=»ADB, i trian- 
goli CDF, AI)B, in cui anche DGF=DBA , danno DG : CF :: 
DB : BA, onde I*. DC X BA— DB X GF; e i triangoli ADF.CDB, 
in cui oltre APF=CDB , anche DAF—DBC , danno DA : AF;: 
DB.-BG, onde II\ DA X BC=DB X FA. Sommo la Pe IP, ed 
ho DCXBA-»-DAXBC=DB(CF-+tFA)=DBxCA, 

659. Nel triangolo rettangolo il quadrato fatto sull' i- 
potenusa eguaglia la somma dei quadrati fatti sui lati: e quin- 
di il quadrato fatto sopra uno qualunque dei due cateti egua- 
glia la differenza Jra quelli fatti sull' ipotenusa e sull’ altro ca- 

^7. telo. Infatti se il triangolo BAC sia rettangolo in A, e dal vertice A 
si abbassi sull’ipotcnusa la normale AD , avremo (582.3°) BD: 
AB:: AB : BC, e DC : AC :: AC : BC; d’onde (63o.III) AB*=BD X 
BC, AC J — DCXBC, e sommando AB a -l-AC 2 — BD XBC-f-DG 
X BC— (63o.II) (BD-+-DC)BC=^BCXBC==BC J . Di qui chia- 
ramente AB s ==BC a —r- AC 2 , ed AC 2 =BC 2 — AB 2 . Questa celebre 
proposizione conosciuta col nome di Teorema di Pittagora , è 
una delle piu importanti e delle pii* feconde della Geometria 
elementare. 

8) 66o. Ne dedurremo intanto: i°. che una figura qualunque 

jF=ALMNC costruita sull’ipotcnusa AG , eguaglia la somma 
delle due figure slmili i^—ADFGB, F"— BHIK.C costruite sui 
lati. Infatti avendosi (642) F : AC a :: F : AB 2 :: F 1 : BC 2 ; sarà 
dunque (358) F : F~\~F' j: AC a : ABM-BC 2 ; ma AC 2 =AB 2 -h 
BC 2 j dunque F=F-\-F 1 . Ondo il semicircolo ACB sull’ ipotenusa 
82 AB eguaglierà la somma dei semicircoli ACD, BCF sui lati AC, 
CBj e tolte le parti comuni AECA, CGBC, gli spazj curvilinei 
ADCEA-J-r CFBGC sono eguali al triangolo ABC, Questi si 
chiamano le Lunule d’ Ippocrate. 

-j8 2 9 . Se nel quadrato ABDC si conduca la diagonale AD, a» 

yremo AD a =ABM-BD a , ossia, poiché AB==BD , AD 2 ?=2AB 2 j 
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cioè il quadrato della diagonale ò dóppio del quadrato del Fig. 48 . 
lato. Avremo frattanto AB®: AD® :: 1 : a , e di qui (3 57) AB : 

AD :: 1 : J/2; ma la ragione 1 : f/ 2 è incommensurabile, dun- 
que la diagonale è incommensurabile col lato del quadrato . 
Avremo ancora che,posto r il raggio del circolo, il lato del quadra- 1 


to inscritto sarà r\/ 2. 

3 °. Se dal vertice A d’ un triangolo ABC si abbassi stilla 
base BC, o sul suo prolungamento BD la normale AD , e sia 
BC=n > AB=£, kC=d, avremo 5 ®-*-DB® =* AD®= cF-^DO 
*=d* — ( a qpDB)®= ( 653 . 65 a)<i®— a®^t2aXDB— DB®, presoli 
segno di sopra se la normale è dentro j quindi f+;aaXDB*=>rt 2 

-+-A®— rf®,DB=( 63 o.I) a e DC=<m z DB*=‘ — — 3^-— * 

Dunque d!®=Ò®— - DB®-i-(a^-DB)®= : &®-Wt i! -+ j -2flXDB : cioè 


nel triangolo acuiiangolo o ottusiangolo il quadrato del lato 
AC opposto all' angolo acuto o ottuso eguaglia i quadrati dei 
lati AB, BC meno 0 più il doppio rettangolo fatto dal lato 
BC, sul quale , o sul cui prolungamento cade la normale , e dal 
segmento adiacente all'altro lato AB : onde non vi è che il solo 
triangolo rettangolo, in cui il quadrato del maggior lato eguagli 


la somma dei quadrati degli altri due. 

4 °. Infine se dal vertice A si condùca ÀÉ stilla metà del-' 
la base BC i triangoli ÈÀC, BAE, nel primo dei quali la per- 
pendicolare cade dentro, nell’altro fuori, danno come sopra ÀG®= 

AE® -t- EC® — 2EC X ED , AB® = AE® -+- EBm-xEB X ED : 


dunque poiché EB— EC si avra sommando, AC®+ÀB®=?.(AE® 
-1-EB®). Quindi se si compie il parallelogrammo ABFC, 1 trian- 
goli BFE, EFC eguali ai triangoli EAC, ABE (698.2°) daran- 
no FB®-4-FC»==2(EF®-4-EC®>=*2(AE®-4-EB®). Perciò AC®-4- 


AB®-t-FB®H-FC®= 4 AE®- 4 - 4 EB®«( 2 AE)®- 4 -( 2 EB)®=AF®-l-... 


BC®: onde in ogni parallelogrammo la somma dei quadra- 
ti dei lati eguaglia quella dei quadrati delle diagonali. 
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Problemi relativi alle precedenti dottrine, 
n di pendenti dalle medesime 

661. I. Trovare un quadrato eguale in superficie ad un 
dato triangolo. Supposte A,B l’altezza eia base del triangolo, 
si corrili una media proporzionale M (5c)t .11) fra \A e B, o 
fra -J B ed A-, e sarà M il lato del quadrato richiesto. Infatti da 
* A : M : : M : B, o da A : M : : M: j -fi,si ha (63 1 . %° S )M Z *=\A X 
B superficie del triangolo (63a). Nel modo stesso si troverebbe il 
quadrato equivalente ad un parallelogrammo e ad un rettangolo. 

662. II. Costruire un triangolo eguale in superficie ad un 
dato poligono irregolare ABGDE. Condotta alla diagonale CE 
la parallela DG che incontri in G il lato AE prolungato , e 
poi CG , i triangoli CGE, CDE che hanno base ed altezza e- 
guali (5/ji)) saranno eguali in superficie (6 3a). Dunque ABCDE= 
ABCG. Condotta ora la diagonale CA, e la parallela BF, e con- 
giunta CE, si proverà egualmente il triangolo FCG=ABCG, e per- 
ciò eguale al poligc.no. Frattanto poiché con questo metodo si 
riduce qualsivoglia poligono ad un triangolo, ed è faciledifar 
d’ un triangolo un quadrato (66 1) , perciò può sempre trovarsi 
la quadratura esatta di tutte le figure rettilinee 

8, 663. 111. 'Trovare una figura ALMNC simile a due date 

A Db GB , BHIKC, ed equivalente alla loro somma • Posti ad 
angolo retto i lati omologhi AB,BC, e compito il triangolo, 
sarà AC il lato omologo della figura cercata (660), che con que- 
sto si descriverà facilmente (6a3). 

664. IV. Trovare una figura simile a due date, ed eqidva- 
lente t dia loro differenza. Sul lato AC della maggiore si descri- 
va un semicircolo, in cui si applichi, come Corda con l’origine 
al diametro, il lato omologo BC della minore, ed AB sarà evi- 
dentemente l’omologo della cercata. Cosi può aversi un circola 
«■guai e alla differenza di due circoli dati. 

665. V. Costruire un quadrato che stia ad un altro qua- 
dralo dato nella ragione di m : n. 

5t • Prese sull’ indefinita TG due porzioni BP, AP nella data 
ragione di m : n, si descriva sopra AB come diametro la serni- 
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chrconforeriza AMB ; sì alzi l’ordinata PM, e si conducano le F'g- 61 - 
due corde AM,BM. Sopra AM, prolungata se occorra al di fuori 
del circolo , si prenda Al) eguale al lato del quadrato dato, e da 
D si conduca fino all’ incontro con TG la DG parallelamente a 
BM. Sarà DG il lato del quadrato richiesto. Infatti avendosi (679) 

DG : AD : : MB : AM* sarà DG 2 : AD 2 : : MB 2 : AM 2 : : ( 65 7 ) AB X 
PB : AB X AP : : PB : AP 

666. VI. Costruire una figura simile ad una data, e che 
Stia a queliti nella ragione di in : n. 

Supposto AD un lato della figura data, si cerchi col me- 
todo precedente una retta DG tale che abbiasi DG 2 : AD 2 ::m:rt. 

Sarà DG il lato omologo ad AD nella figura cercata ( 64 ^), che 
si costruirà col metodo insegnato altrove (623). 

667. VII. Date due figurò P, Q, costruirne una terza 
simile a P, ed equivalente in superficie a Q. 

Si cangino le figure P, Q prima in due triangoli (662) , 
poi in due quadrati (661) che rappresenteremo con M 1 , N 2 , e 
preso un lato qualunque A della figura P, si trovi una (piarla 
proporzionale dopo M,N,A (691), sopra In quale presa come 
lato omologo ad A, si costruisca una figura simile a P ( 6 a 3 ) ; 

Sarà questa equivalente a Q. Infatti chiamata 1 la nuova figura 

avremo ( 64 2 ) P.Yr.A 2 : : :M 2 : N 2 : :P : Q; dunque Y—(J. 

6(58 .Vili. Dato il perimetro p , e la diagonale i d’ un rettangolo, trovarne 


. » 

la superfìcie e ilati.Sia x uno de’lati, y l’altro, si avrà x-V-jrxx— , x' -+-jr‘ —a’ . 


Onde 


i=j/(a’ — x y ) ; quadrando e risolvendo 6 Ì trova *= 7 — 


669. IX. Dati i tre lati d’ un triangolo, trovarne la superficie. Sia AC=<j, 83. 
AB=£, BC=c, la normale BD^=x , sarà AD=J/ (b* — x s ) , DCsj/^*— i*) , 

ÀIM-DC c P erò (fl‘-f^ a — c*)*)» 


è la superficie cercala a*b*—(a*-\-b* ^ -a) X 

(a-+-c — b) (a-t~6 — c) (a-+-6-i~c) ) . Sia a-)-6-+-c=z2qy onde 2 q — 2 a=b-+-c — a, 2q — 
7Js^za-\-c — by 2(j — 2 c=a-\-b—c } dunque (^(<7 — u) (<7 — fy(/l~~ c j)' 

Equi osserveremo 1°. che ut è il raggio del circolo inscritto nel Irìai»- 
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Fig.SJ. goto ABC , ronduUe C'B, C'A, C'C e le nonnali C'M, O'P, sari ABC=ACB-4-' 


BCC-f-CC A=a=CN X 


(n-t-A-t-e) 


cn=-=y-- 
<ì r 


li—*) (?— *) (7— c) 


2 n ' 1 

2°. Supposto cxxh+d si avrà s=y(jq{q — a)(q — b)’—dq(q — a)(q — A)) ; per- 
ciò se sia d=:0, e quindi c=A, cioè se il triangolo sia isoscele, avremo *'= . . . 
\'\q{<ì — «)(7 — A)’)^>r ; dunque di tutti i triangoli isoperimetri, e con la stessa 
base a, il massimo in superfìcie è l’isoscele. 

3". Medesimamente se axxb-yd, sai a s'=j/(q( q — A) 1 — dq(q—b )’), e se d=z 0 
• quindi a=A=c, ossia se il triangolo è equilatero, avremo *"s=j/ig(q — A)’ f s’g 
dunque di tutti i triangoli isoperimetri il massimo in superficie e l’ equilatero. 

670. X. Data V ipotenusa d’ un triangolo rettangolo e la ragione m: n dei 

84, due lati , trovarne l’area. Sia AC=a, Alt— a-, sarà BC=r— . e si avrà x’-f-.... 

n 


-—a’, onde x’ 


e l’area ricliiesta — - = 


a’mn 


im’+ii’’ 2 « 2(/«’-t-n*) 

g3 67 1 . XI. Data la ragione e la somma dei tre lati d’ un triangolo, trovar Va- 
rea. Sia AC=x, AB=y, BC— z, il perimetro p—x-^-y-hz, la ragione dei lati X : 
y : a :: a: A :c, sarà -z(—p) : a-|-A+coX: a ::jr : A :: »:C , e perciò xx= . . . 

ap bp cp 


u-t-A-(-c’ ^ a+A+c’ a-\-b+c 

672. XII. Dato il perimetro d’uri triangolo rettangolo e la ragione ni : n dell’ ipo- 
tenusa alla somma dei lati, trovar l’ area. Sia p il perimetro, AG=x,Alfc=^, 
; sarà x-.y-\ -z::m : n ; e però x-\-y-\-z(z=p) :x :: m-t-n :m, onde xx= . . 

mp np 

— — .r-4-i=- 
m-hn ' 


■ , e di qui l’area (669). 


84. 


' r-*-*= 


-, y*+ 2y%+z’- 


m+n ' " (m-t-n) 1 

n — m -v 
2 4 (. n-t-m J 


n’p‘ mp’ 

7; m» r -+fcr‘= i — 




. r* p’ n—m\ 

dunque 1 area cercata — =— ( — — )• 


6^3. XIII. Date le superfìcie S, S ,( di due poligoni regolari 
d’ egual numero di lati n, l’uno inscritto, l altro cir coscritto, 
trovare le superjicie S 1 , S m dei poligoni regolari inscritto e 
circoscritto di lati i m n. 

Si supponga in primo luogo m= 1 . In questo caso la 
proposizione già dimostrata (6’48) ci farà conoscer tosto S*. E 
42 . quanto ad S ln , ritenuta la costruzione già fatta altrove (6.^8), e 
prolungataci fino all’ incontro in M col semilato RK, e condotta 
AM^isscrveremo clic i triangoli ACO.ACK, il quadrilatero MACK. 
doppio del triangolo MCK, e in fine il triangolo RCK., saranno re- 
speltivamente parti 0 <n ,ime dei poligoni di lati n e m inscritti, e 
dei poligoni di lati 'in ed n circoscritti. Avremo perciò S— anX 
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ACO.S'^anX ACK, .S ,, ==»anXRCK, iS' ,l =4 n XMCK; e di qui fì 6 .42. 
i°. 5: S' :: ACO ; ACK ::(64o)CO : CK ::CO : AC ::(5 77 ) CK: 
CR::(583)MK:MR::(64o)MCK;RMC; d’onde a°. S: &+• 

S' : : MCK : MCK-+-RMC ; : MCK : RCK : : iS"' : S" ; dunque 

c»i__ 

° $+S< * 


Avute in tal guisa le superfìcie dei poligoni inscritto e cir- 
coscritto di lati in, la proposizione citata (648), ci farà cono- 
scere quella del poligono inscritto di lati l\n , e dalla formula 
precedente, fatte le dovute sostituzioni , avremo poi quella del 
poligono simile circoscritto. Questi due ci porteranno nel modo 
stesso a conoscere i poligoni inscritto e circoscritto di lati 8 nj 
col qual metodo sempre continuando potremo giungere in fine 
ad aver quelli di lati 2 m n. Cosi siccome H lato del quadrato cir- 
coscritto eguaglia il diametro ir, e il lato del quadrato inscritto 
è ((>60. 2 0 ) rY 1 , e quindi per questo abbiamo (628) 5=2r a ,« per 
quello S"=br*, sarà £'=■ (64())j/‘SX‘S' , =2r 2 ^ /, 2 ] a superfi- 
cie dell’ottagono inscritto, e perciò «S m =8r 2 ( j/u — 1) quella 
dell’ ottagono circoscritto. Con queste troveremo per la superficie 
del poligono inscritto di 16 lati iS'=4 r*Y(i — f/2), e per 

quella del poligono simile circoscritto ^ ^ ^ 


ec. 


2J/(2— l/2)-t-J/2’ 
6 7 4. Ecco frattanto i coefficienti numerici di r 2 calcolati 
approssimatamente per ciascuna di queste espressioni fino a quel- 
le spettanti ai poligoni di 3z 7 68 lati, e che potran servirci util- 
mente per l’ importante problema che segue 


2V”. dei 

Coefficienti di r* 

N°.dei 

Coefficienti di r. 

lati 

in S 

in S " 

lati 

in S 

in S " 

4 

2,0000000 

4,0000000 

512 

3,1415138 

3,1416324 

8 

2,8284271 

3,3137085 

1024 

3,1415730 

3,1416025 

<6 

3,0614675 

3,1825979 

2048 

3,1415877 

3,1415954 

32 

3,1214452 

3,1517249 

4096 

3,1415914 

3,1415932 

64 

3,1365485 

3,1441184 

8192 

3,1415923 

3,1415928 

128 

3,1403311 

3,1422236 

16384 

3,1415925 

3,1415927 

2 S6 

3,1412773 

3,1417504 

32768 

3,1415926 

3,1415926 

Questi 

valori ni 

oltiplicati per 

r 2 daranno dunque 

la superficie 
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dei respettivi poligoni. Che sé r— 1, rappresenteranno essi stessi 
lb superfìcie, purché si sottintendano moltiplicati per il quadra- 
to unità (626). Più semplicemente potremo e dorremo Conside- 
rargli come i rapporti che il quadrato del raggio ha Con la su- 
perficie del corrispondente poligono. Infatti se questa si chiami S, 
e K sia il relativo coefficiente di r 2 , avremo S—Kr*, e quindi 

s ' 

K—~. Queste avvertenze, coerenti a quanto anche altrove ac- 
cennammo (fiat)), sono essenzialissime per ben comprendere co* 
me mediante un numero possa rappresentarsi una superficie. 

675. XIV. Trovare il valere approssimato della superficie 
del circolo. Nel quadro dei valori approssimati dei coefficienti di 
S,S" esposto nel problema precedente, si sàrà potuto osservare co* 
me gli Uni di questi valori vanno sempre diminuendo , gli al* 
tri sempre crescendo ; è quelli a quésti accostandosi in guisa che 
negli ultimi due poligoni si eguagliano fra di loro, almeno fino 
alla settima decimale, limite a cui abbiamo portate le appros* 
situazioni; di modo che chiamato K l’ultimo coefficiente, spet- 
tante in comune ai poligoni inscritto e circoscritto di 32768 lati , 
abbiamo S=Kr 2 per la superficie approssimata sì del primo , 
che del secondo; le quali espressioni, per quanto non del tutto 
esatte, formano perù la massima e quasi anzi la total parte dei 
Veri valori (80). Ora è chiaro che la superficie r.r 2 del circolo 
(687), presa dentro i limiti dell’ approssimazione assegnata, non 
potrà nè esser maggiore^ nè esser minore di Kr 2 '. poiché nel primo 
caso eccederebbe quella del poligono circoscritto S u , nel secondo 
sarebbe minore di quella del poligono inscritto <S, conseguenze in 
ambedue i casi assurde. Sarà perciò jir^=Kr 2 , e quindi n=K= 
3 , i/; 1 valore che nel tempo stesso rappresenta la superficie 
del circolo del raggio r=i, è il rapporto del quadrato del raggio 
r alla superficie del circolo, qualora r sia qualunque. 

676. Poiché, supposta C la circonferenza, si ha C=irn (622), 

Sarà dunque 7T= t cioè lo stesso valore di n dà il rapporto 

approssimato del diametro alla circonferenza. Invano si è dagli 
antichi e moderni tentato di avere esattamente questo rapporto. 
Archimede, con un metodo analogo al precedente, giunse a sta* 
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bilirlo (li 7 : aa. Molti secplidopo Adriano Mezio Olandese mostrò 
che poteva meglio e più rigorosamente rappreseti tarsi con 1 1 3 : 355. 
Infine Van-Coulen, Machine Lagni pervennero dopo ostinate fa- 
tiche a ciarlo del valore seguente, esatto fino alla 1 27 decimale, 

t • * A. t _ aia / _ _ ! 'r.ò 



067982 1 {808 65 1 32823 o 664 7 c ^38446 

Poiché l'uso di questo sumèro è frequentissimo , ne Ag- 
giungiamo il logaritmo, QÌoè ,* 

' s Log.jf,i$i$ec ■= , >,/j97 149^726941 3385435 ec 

<>77. Se ir— 1, si ha C—Ti, e il valore di n corrisponde 
allora a quello della circonferenza, cioè dà il valore della lun- 
ghézza lineare della circonferenza relativamente a quella del dia- 
metro,’ pfesa Come uniticeli misura o di confronto: se poi sia / = i , 
a 1 appresemeli» la lunghezza lineare della semicirconferenza. 

Sfa frattafttou la lunghezza lineare ili un arco preso nel circolo 
del raggio qualunque r,eg\g',g" il numero dei gradi, o dei minu- 
ti, odei secondi Contenuti in quest'arco. Poiché la lunghezza degli 
archi è prpporzionale.aj auinero.-dei loro gcad/. mjnhti e secondi, 
è chiaro clic potremo istituire le proporzioni r : r : u :: 180° : g° :: 

<0800' 


eisood"-- < 80 ° 

.Preso u—r, avremo g°==- — -,g- 


r ~ ’ 

648(KiO" 


% 1 4 ■ , « . ^ a ^ e 

espressioni che dunque ci danooil numero dei gradii dei minuti e 
dei secondi-contenuti iti urt areo la ciiì lunghezza eguagli quella 
del raggio del circolo. Queste quantitàsoglionocompendu sanicele 
rappresentarsi per rf, r\ t'" » con ohe la tre espressioni ptmuitfve 
di 8 °’ g ' '» g" si cangeranuo nelle equiva!cmig u ==^, g'-'^ , g"~—, 

dalle quali si apprende che volendo conoscere il numero dei grctr 
di contenuti in un arcò della lunghezza lineare u, o,come suol 
dirsi, volendo convertire lin tir co in gradi, basta dividere l’arco, 
u per tiraggio del. circolo a cui appartiene, e quindi mùltipli 
care il quoziente per r'q o per r\ o per e", secondoche si vuole il 
T'isultaménto o in gradi, o in minuti, o in secondi. A facilitare 
queste operazioni, che spessissimo occorrono nellaFiaica, ponghta- 
moqui a comodo degli studiosi i logaritmi di r°, r\ r". 

TI. ' l8 *’ 


Li n — 1,75812 a 63»4 09172 2 i 5 f 5 
L , ' == 3,5 !<ri 7 88827 92815 8^96' 

: Li " 'A= 5 , 3 1 4 4 > 5 j 33 1 76(59 480(7- 

ft'épproca^fcftteyqKtiehé dettèyvccedenti 1 dazioni ab» 

biamoit=— . — , cosi volendo conoscere la lunghezza U- 

t" ‘ ’ , , j , 

neare dell'arco u che nel circolo del raggio r contiene un dato 
numero g di gradi , o di minuti , o di secondi , o, come suol 
dirsi, volendo rettificare un arco dato in gradi, bisogna mol- 
tiplicare per il raggio v il numero g dei gradi, o dei minuti, 
o dei secondi dati, e dividere il prodotto per r° nel primo 
caso , per r» nel secondo, per r" nei terzo. Su questi principi è 
siala costruita la Tavola degli orchi circolari ridotti in parli del 
ra a eio= t ché trovasi al termine di questo Turno, appiè delle 
pag, xxxi V <• x\xv ; l’uso della quale è cosi facile a comprendersi 
che non reputiamo necessario di trattenerci a farlo conoscere. 

670. Se .1 suppone ri?< e si fa »=#«.%==< W» '• » '“"‘o dalle prime che 

dalle seconde formule si avrà ore.!'——, arc.i'^—, arc.i [ ‘=e-y, , A’onàe r"=ez 

*• iBj 1 ■ 1 . „ IL.c * W . .1 ' 1 t , M ,* . -a A/ < ■ ; '• 

ffv- B 

— s valori che sostituiti daranno altresì , 

^8 * r . tire ■ 1 

t* % I ( * ”/ fe, . . t 

- J c del pari u=rg. a arc.r, ^rg.'flrct', =Srg."arcA". 


.t 


r-T-, f I 


are 
-tt 


s— : 




•Vaie. 0 ' c oiv i. _ x ... ..... 

Sari poi Ipg.arcfr-sOlog,^ log. a^c. l' =ecolog.r' , locare. i"=colog. r" 

. r 1 * ' 

lutine se il valore di r,[ si divida per m si avrà 


m 


màra.l" are. m 1 ' 


™ n :, K - i „• , 

sìa cosi piccolo che il suo arco si confonda col suo seno, s?ra 

' *?' a. V ^ V * . 1 * -• 


E se m M 
4 


seri ni 




i uUi séu m" — Arc - 

fiso. W. Oa/e Ze corde AC, ; BG di due tirc/11 , ossia 1 
Mro rapporti in : i, u : 1 roZ r, troiwe ^ corda AB 

del? arco ACB , ossia iZ sito rapporto d : 1 col raggio. Con- 
dotto il diametro CD, avremo (658) CD X AB=AC X BD-P- 
CB XAD. E poiché CD=ar, e in ipotesi AB=dr, AC— mr, 
CB=nr, e i triangoli rettangoli (568. a.°)CBD,CAD danno (65g) 

BD ==>/(CD*— CB , )==rK( 4 — » 3 ) » AD— 1/ (CD 1 — AC’)==rX 

troveremo sostituendo, d—stn}^^ — n’H-W 7 ( 4 — 
n P ) , d'oude il rapporto cercato. Se le due corde sono eguali 
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avremo m=n, e <i— mj/ (4 — ni 2 ), equazione da cui potrk aversi 
il rapporto fra i perimetri dei poligoni regolari inscritti di lati 
p e a p, e quindi quello delle loro superficie ( 635 ). 

681. XVI. Date le corde AB, AC di due archi, ossia i 
loro rapporti d : 1 , m : 1 col raggio, trovar la corda dell arco 
GB o il rapporto n : x di questa corda col raggio, Ripreso il 
primo valor di d (680), se ne tragga il valore dell’ incognita n; 
troveremo ( 4 - — d'*)—\dy r (!\—m' ì ). Se l’arco ACB è dop- 
pio dall’arco GB sarà n=z=m, e come sopra — ni 1 '), d’ 

onde m^=n=Y ( 2 — Y (4 — d 2 )). Di qui si ha il modo di cono- 
scere il valor del lato di un poligono regolare inscritto di ‘ip la- 
ti, quando si conosca quello di lati p. Così siccome pel lato del 
quadrato inscritto abbiamo r j/ 2(660. 2°;e quindi d~=Y 2,per 
quello dell’ ottagono avremo m=Y ( 2 ' — Y 2 ) 5 ^ att0 d**~Y (2 — • 
Y 2) avremo in seguito pel lato del poligono di 16 lati 
Y (2 — 'YX^-^Y 2 )') c c -> e in generale pelGtodel poligono di 27 
lati si troverà nv=Y( 2 — j/(a-t-^ / (2-f-|/ (2-hec.)))), esteso fino 
a q — 1 il numero dei radicali. .* 

Costruzion geometrica dell ’ Equazioni determinale del primo 
e secondo grado 


682. Si sono precedentemente veduti più esempi ove è impiegata l’Algebra nel- 
la soluzione dei Problemi geometrici. Questo metodo conduce ad un’equazione fi- 
nale ove l’incognita rappresenta la linea cercata, e il suo valore è dato pe*- mezzo 
di un’ espressione analitica , le cui quantità esprimono le linee date e i loro rap- 
porti di grandezza e di posizione. Per la piena soluzione del problema è necessario 
saper costruire quest’ equazione , cioè saper rilevare dalla medesima per quali o- 
|»ei azioni geo metri clic possa giungersi ad aver effettivamente la linea cercata. l£d 
ecco con quali principj vi giungeremo, 

ac 

683. Se si lia — =rx, s * prenderà (591.1°) una quarta proporzionale dopo b,a 9 

• »... r, a ^ c . . , .. . cm 

e, e si avra il valore di x. Se x= — » , si prenderà mz= , e dipoi n= — , e 

de d e 

• ’ • aa a 1 nK 
ft avra i*=x: e nel modo stesso si costruirà-— , ■— , ec- Ma se il numerato!- del 

b b* 6* 

. ... abc-\-ced-Ymnp , abe . ced 

lotto sia complesso, ed abbiasi — > si porrà — , is=: ed 

tq rq rq 


Fìg.57. 
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64 , 


a8(ì 


mnp 

r H 


, ad unendo insieme k, i,f, si avrà una retta eguale alla frazione proposta. Se 

abc+cfg 


poi sieno complessi il numeratore e il denominatore, come — , si prende* 
nh , abc-y-cfs 

ra fc=*-t- — ,e la frazione diventerà : , che si costruirà come sopra. Pari. 

m Ini * 

, , . abcc+q'h+noqk — m’p kl 

piente avendo da costruire x— — — — à. si prenderà f—i — - -f» 

fj'i — klq-t-cmd q 

cmd , abcc qh ohi w}p 

, e si avra x= — — H — - H — - — — — -- che si sa costruire. 

77 /77 J J'ì J‘l‘ì 

Talora la costruzione è più facile : cosi — y- è quarta proporzionale 


dopo o-\-d , a- f-e, b; x= 


a’— i* 


c~ì~d 

• è quarta proporzionale dopo c , a- 4 -i, « — b; ed 

abc’—a’b' ab cm-r-mm . . , 

x= ^ ^ ^ — , presa — , diventa xx=. — — , quarta proporzionale do- 

po m-t-c, c—m, m. 

681. Passiamo al secondo grado. Se sia x=j/am, prendo una media propor» 
rionale tra a ed in, e questa dà x. Se a— (ab-\-bc), prendo una inedia proporzio- 
nale tra b e a-)-c ; se x=j/(a*+ie), fatto m= — , sarà x=|/a(«-|-ni) che si sa 
. . ni c.d' 

costruire : e se xxx y — ; - ■■■ , presa mx= ed nxx — , vena x — 

b+c * i-f-p i(.i-t-c) 

685. Sia ora xs=J/(«*. — i*) : una media proporzionale tra a-\-b ed a—b darà 

b' 

x. Dovendo costruire |/(a’-t-i , ),si prenda mx = — , e poi una media proporzio- 

a 

Ira a ed a-\~m : ma c più semplice il valersi d* un triangolo rettangolo ACB, i 
cui lati AC, AB sieno q, e b; P ipotcnusa CB sarà J/ (a*«+A*)* Se si abbia y (ab-\- 

bc+df), si prenderà (683) m 5 ^ -+-/J e il radicale diventerà J/ dm. Ma 

d d 

data \ / (a*-— ^ . V si farà ■ =P , « verrà 

j/(a J — p>). 

686 . Per costruir |/(a , +i’-f-c s -+-<f , -t-cc) si prenda AB=ra, c condotta BC=z 
h normale ad AB, sarà CA a =« a -|-£ a : condotta pure CD=*? normale a CA , sarà 
AD*=fl*-f-£»-f-e»; condotta DE=cf normale a DA, sarà AE , =^*-+-3 a -f-c , -+-<^ ec $ 
d’onde 1’ ultima ipotenusa AF.=^J/(a a -fA a -f-c a -f-ec.). Se alcuni dei quadrati sieno 
negativi, si prenda un sol quadrato m* eguale ai positivi , e un altro n * eguale ai 
negativi, e si avrà J / (m * — » a ) che si sa costruire, 

687. Possou ridursi a queste tutte 1* altre quanlità radicali. Sia 
4») 9 si lacà bc^d\ am=k* l dn=d a , e dovrà costruirsi f/(t s -+-K a -K*), 


Digitized by Google 



688. Avendo più radicali come y'(f‘-\-gV'(Jk ’ — *•)), « f » V( k ’ — (685} 

4 4 

e dovrà costruirsi j/(/' a -f-g'e) (684). Per costruire J/n 3 c, fareiac=m% c avrei J /a*m* 

4 4 

= m = p'a^o. Cosi p ohe d si costruisce prendeniio aiban 1 , ca^A*, onde 
4 # 4 fs befk 

\abcd = ymn. Infine ]/ (a\fg-\-bcfk,--a''f) ì faUo r ~f’> ^* v * ei,e 

\ a}m. Io generale ogni quantità composta di radicali del secondo grado, del qual* 
tp, dell- ottavo ec T , può sempre costruirsi col circolo . 

689. Prima di venire agli esempj, si noti: 1°. Che le quantità geometriche, co- 
me linee, superficie ec. , son date o di posizione o di grandezza , o di posizione 
e di grandezza , quando o la loro situazione , o la loro misura , o l’ una e 1’ altra 
sono invariabilmente assegnate. Se una quantità dicasi solamente data , s’ intende 
di grandezza , e se dicasi finta un punto, s’inlende data la sua disianza da una quan- 
tità che è data almeno di posizione. 2°. Clic ad ogni quantità algebrica rappresentante 
lina linea si d* il nome di dimensione (t 43), e i termini di un’espressione sono d* 
una , di due, di tre dimensioni ec. secondo che risultano dal prodotto d* una , di 
due, di tre ec. di tali quantità. 3°. I termini di due dimensioni rappresentano una 
superficie , di tre un solido. 4°. Se il termine è frazionario, la sua dimensione si ha 

» 

sottraendo da quella del numeratare la dimensione del denominatore. Cosi -r— , 

c* 

r • sono 1’ uno della seconda , l’altro della terza dimensione. 5°. Se un termine 
c 3 a* 

della dimensione m si alzi alla potenza n diviene della dimensione mu , se poi 
all’ opposto venga estratta la radice n , il termine diverrà della dimensiono 

—.6°. Talvolta un termine di una dimensione apparentemente inferiore può in ef* 

fetto esser di dimensione superiore ; e ciò accade qualora uno o piò fattori sono e-? 
guali all’ unità , cioè che la linea dai medesimi rappresentata si riguardi come ti- 
ni tà di confronto , o di misura in modo che un 1 altra linea la quale , per esempio 
sia m volte maggiore di quella, venga rappresentata con m. 7°. Infine ogni esprest 
sione algebrica da costruirsi deve essere omogenea o avere tutti i termini alla me- 
desima dimensione: se ciò non sia, i termini di dimensione inferiore si intende- 
ranno moltiplicati tante volte per la linea unita, quanto è necessario onde ridurgli 

*lla dimensione superiore. Cosi in - deve supporsi c moltiplicato per la line* 

fl’-f-C 

unità , c b per il suo quadralo. Che se per maggior chiarezza si rappresenti la li- 
nea unita con f y l’espressione resa omogenea diverrà — y,— . 

690. Per fare adesso qualche applicazione delle antecedenti dottrine, e mostrar 
ve con qual facilità c sicurezza l’analisi algebrica conduca non tanto alla soluzione, 
quanto alla costruzione di molti Problemi geometrici, proponiamoci in primo 

luogc^ di dividere una date retta AB iti media ed estrema ragione, problema g\à r^- FÌg-$3* 
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Fig.63. soluto altrove per via sintetica (591.V). Fatta AB =a, e chiamalo x il maggior se- 
gmento, sarà a — x il minore, ed avremo « :x ::x: a — x , d’onde l’ equazione 
x= — ‘ a ja'). Per costruirla pongo ad angolo retto AB=«con AC=J a. 
Uniti B,C e fatta BC=n sarà n=±\/(a , + |a’), e quindi xx =— Presa dun- 
que sopra BG la porzione CD=AC;=ja sarà BD— n — ja, onde avuto riguardo al 
segno superiore della formula , il solo clic possa aver luogo siccome è evidente, 
avremo x=BD : perciò se sopra AB si prenda BF=BD, sarà in F il punto cercato 
di divisione. £ tale è appunto la costruzione che già iusegnainmo ( ivi ). 

69). Sieno date in secondo luogo l’altezza a e le differenze A, c dei lati e dei 
segmenti di un triangolo, e vogliasi costruire questo triangolo. Si supponga già co- 
65. struito, e sia ABC. Condotta dal vertice B la normale BD, sarà BD=«; e latto il 
minor segmento AD — .r, avremo DC=c-+-x, AB =f/(a*-+-x*) , BC=j/(a’-f-(c-f- 


x)“) e BC— AB=A=j/(«’-4-(c-4-x)’) — j/(a’-f-x ’) ; d’onde xzx — — ± 

— |/ ^ Poste dunque ad angolo retto BC=A e l’indefinita BP , ap- 

plico da C sopra BP l’ obliqua CE=c, e fo BE=^/n. Sarà m’=c’ — A’ , onde x= — 
c b 

— -t- - 1/ (4<z*-f*i7i*). Prendo BD=2« sull’indefinita BP, e BFx=BE=m sul pro- 

2 2 in 

c 

lungamenlo di BC, e uniti F,D fo FD=n ; dunque K’— 4 /z’H-tt»’, ed x= — — 3+3 


— ■ . Prolungo EB in G finche sia ed EC fino all’incontro in H con 

2/71 ° 


GH perpendicolare ad EC. Avremo EB : BC :: EG : Glfc 


BCxEG in _ 

: — . — * : Uun- 

EB m 

que x= { (GH— c), onde preso HI=EC:=c, e divisa Gl in mezzo in K sarà GK 
il minor segmento ,KH il maggiore; e se da K si alzi normalmente KL^ra, il trian- 
golo GLH sarà il cercato. V’olendone la dimostrazione sintetica, col centro L e rag- 
gio LG si descriva il circolo GINMG, e si prolunghi IIL in M. Avvento (634) 
Mn*-+-HN’==2MIlXHN-4-MN’=2MHxHN+4LG*— (589) 2GH X Hl-MGK’-f- 
4KL’=2GH X IH+GP-f-BD’— ( 654 ) GH’-f-IH’-f-BD’==GH’-fEC a -f-BD’= 
GII’ -4- EB’ -t- BC’ -l-BD'= GII’ -+- l'B’ -f-BC’ -fBD’=GH’-|-FD’-t-BC'— GH> 


-f EG*-f BC’=EH’-t-BC*. D’ altronde i triangoli simili EBC , EGH danno EH ; 
GII:: EC :BC; dunque EI1 X BC=GH X EC=GH X 1H= (589) MIlXHN; dunque 
MH’+2MHxHN+HN’’=EH’-|-2EHxBC-)-BC’, ed MH’—iMH XHN-+-IIN’— 
EH*— 2EHxBC-f.BC», « quindi (652.653)MH-rHN=EH±BC d’ ondo HN— BC=» 
A : cioè la differenza HN dei lati LH, LG è del valor proposto ; e come per costru- 
zione egualmente lo sono l’altezza KLncu e la differenza IH— c dei segmenti , en- 
fi il triangolo GLH ha tutte le condizioni richieste. 
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693. La superficie piana o il piano è, siccome abbiamo 
già detto (494)» c i uc l)° su CUL i posson condursi per ogni verso 
linee rette. Da questa definizione risulta: i°. clic se due pia- 
ni si tagliano , la loro intersezione connine è una linea ret- 
ta : 4 una linea , perchè i due piani son superficie e non han- 
no grossezza 5 ed è retta, perchè se per due punti qualunque 
comuni ai piani si conduca una retta, questa dovrà essere nell’ 
uno e nell’altro piano : dunque sarà la loro intersezione comune. 

2°. Tre punti B, A, C non posti in linea retta determinano Fig. 85 . 
la posizione d’ un piano BC; poiché può esservi un’infinità 
di piani di versili A ,BC, ec. coi due punti comuni A, B, ma un 
solo di questi piani può passar per ii punto determinato C. On- 
de 3 °. Tre punti non posson esser comuni a più d’ un piano, se 
non sieno in linea retta. 4 °- Due rette CA,AD che si tagliano in 
A sono in un medesimo piano PQ ; poiché i tre punti C , A , D 
determinano la posizione delle due rette CA, AD ( 4 gi. 3 °); e 
cornei due punii C, D posson prendersi dovunque ad arbitrio in 
tutta 1’ estensione indefinita delle due rette , e i punti iuterniedj 
fra A e D, fra A e C debbon lutti coincider col piano che pas- 
sa per gli estremi A e D, A e C ( 4 g 4 » '°sl le due rette comun- 
que si prolunghino debbon sempre mantenersi nel medesimo pia- 
no. Perciò 5 °. i due lati d’ un angolo, e i tre d un triangolo 
determinano la posizione di im piano. 6°. Un piano è altre- 
sì determinato da due parallele AD, BC, perchè condotta la se- 
caule CA, il piano delle due rette CA, AD sarà quello delle due 
parallele. 

ò‘;; 3 . Una retta AP normale a due rette PB, PC nello- 86 • 
ro punto P d ’ intersezione , è normale anche al piano BPC 
che esse determinano , ovvero è normale ad ogni altra retta 
PQ che sia stesa sul medesimo piano e passi per il punto P. 

Infatti se per qualunque punto Q di PQ si conduca BC in modo 
che sia BQ=QC ( 5 gt ,IV), i triangoli BPC.BAC daranno (660.4°) 


T. I. 


»9 
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Fig. 86 . PC 2 -l-BP 2 = 2 PQ 2 - 4 - 2 QC 2 , AC 2 -HAB 2 =aAQ 2 -HiQC 2 . Sottra- 
endo la prima equazione dalla seconda, t osservando che dai triango- 
li APC , APB rettangoli in P abbiamo AC 2 — PC 2 =AP 2 , AB 2 — 
PB 2 =AP 2 , si troverà AQ 2 =AP 2 H-PQ 2 ; dunque ancora il trian- 
golo APQ è rettangolo in P (Cibo. 3°) , e perciò AP è normale 
alla retta qualunque PQ. 

• Quindi 1 Da un punto A fuori di un piano, non può 
condursi sopra di osso che una sola normale AP; e viceversa 
non può alzarsi che una sola normale da un punto P di un piano. 
Perchè se AC potesse esser normale come AP, il triangolo APC 
avrebbe due angoli retti ; e se PD potesse esser normale come 
PA, supposta PC l’intersezione del piano CPB col prolutiga- 
s mento del piano APD, le due rette AP, PD sarebbero ambedue 
normali a PC sul medesimo punto P, e nello stesso piano PAC; 
il che è impossibile (5o J j). a°. La distanza da un punto ad un 
piano si misura dalla normale condotta da questo punto sul 
piano ; perchè steso il piano APC per la normale AP e per 
l’obliqua qualunque AC, abbiamo sempre AP<AC(5ig). 

6’g5. La retta CP, che sul piano CPB unisce il piede C 
dell ’ obliqua AC col piede P della perpendicolare AP ,Ja con 
V obliqua un angolo minore di quello fatto con la medesima 
da qualunque altra retta CB, condotta per C sullo stesso pia- 
no CPB. S’ immagini coudotla 1’ obliqua AB ad un putito qua- 
lunque B di CB, e nel piano triangolare CAB la uormale AQ sul- 
la base CB. Presa quindi AC come diametro , si suppongano 
descritte due semicirconferenze, una nel piano APC, l’altra nel 
piano ACB. Gli angoli APC, AQC essendo retti, la prima del- 
ledue semicirconferenze passerà per P , l’ altra per Q (568. a"), ed 
avranno respettivamente per corde AP.AQ. Ma abbiamo AP<AQ 
(5 19 ), e le due semicireonfei enze son descritte con raggi eguali, 
dunque l’ arco che verrà sotteso da AP sarà minore di quello 
sotteso da AQ ( 497 - 5 “), e l’angolo inscritto ACP, misuralo 
dalla metà del primo (5B8) , sarà minore dell’angolo inscritto 
ACQ misuralo dalla metà delsecondo. Perciò l’angolo ACP, co- 
mi cchè minotedi tutti gli altri infiniti che l’obliqua AC fa da 
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ogni parte col piano, sarà quello che determinerà la vera indi- i-igse. 
nazione dell’obliqua sul piano. 

6q(3. Se si supponga 13 P— PC i triangoli rettangoli APB, 

A PC saranno eguali, e perciò i°. AB— AC, ang. AlìV= tuie. 

ÀCP ; cioè due o più oblique , che. partendosi dtdlo stesso pun- 
to della perpendicolare incontrano il piano a distanze eguali 
dal piede della medesima , sono eguali ed egualmente inclinate 
sul piano. Si proverebbe egualmente che quelle le quali incon- 
trano il piano a distanze maggiori son maggiori e più inclinate, 
e viceversa: onde 2. u tutte le oblique eguali terminano (dia cir- 
conferenza di un circolo che ha il piede della normale per 
centro. 13°. Per abbassare una normale da un punto qualunque 
A fuori del piano, basterà prendere su questo tre punii equidi- 
stanti da A , e fatta passare per i medesimi una circonferenza 
(5 34), il centro di questa determinerà il piede cercalo delia 
normale. 

òt)7- Che se 13C sia normale a PC, avremo AB 2 — AP 2 -t- 
BP 2 — AC 2 — PC 3 -t-PC 1 -(-BC 2 — AC 2 -l-B(3 ;! , e in conseguenza BC 
sarà normale anche ad AC (6(3 o..3 u ), e quindi a lutto il piatto APC 
(6t)13). Dunque se nel prolungamento del pittilo APC si conduca 
da C la CE parallela ad AP, saranno tei ti gli angoli ECP (547), 

ECB (6o!3), e perciò anche EC sarà perpendicolare al pittilo li PC; 
ondi: se due rette son parallele , e ! una e perpendicolare ad 
un piano, lo è necessariamente anche t altra. 

6<)8 .Medesimamente due rette AB, UT nonnuli ad un mede- 85. 
situo piano M.\ son parallele fra loro: altrimenti elevando da 
R una parallela ad AB, questa pure egualmente che UT dovreb- 
be esser normale al piano sul punto R (697), e perciò a tutte 
le rette clic posson condursi per questo punto sul piano (tifò); 
il che è già stalo dimostrato impossibile (6f)4- 1 “)• 

699. Perciò due rette parallele ad una terza son paralle- 
le tra loro : poiché immaginalo un piatto perpendicolare alla ter- 
za, questo dovrà esser perpendicolare anche a ciascuna del!’ aiti e 
due (697), iequali perciò dovranno esser parallele Irti loro (698), 

700. Suppongo adesso che due piani MT, PG si seghino 87. 
lungo la retta AB, e clic da due putiti qualunque C,D di Ali si 
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Fig-87. conducano normalmente ad AB le rette EC,ID sull’uno, edFC, 
HD sull’altro. Dico che gli «angoli ECF.IDH saranno eguali. In- 
fatti condotte nei due dati piani le rette MV ed IIP parallele ad 
AB, i piani triangolari ECF, IDI! normali in forza della costru- 
zione ad AB (6()3), saranno pure normali ad MV,RP (697); on- 
de i due Lati F«C, ID normali tra le parallele MV,AB, idue FE, 
HI normali fra le parallele MV.RP e i due FC,HD normali fra 
le parallele RP, AB saranno respetti vamente eguali fra loro (549); 
dunque saranno pure eguali i triangoli ECF, 1DH, e perciò an- 
che i loro angoli C,D. 

701. Quindi, a qualunque punto di AB si trasporti il pia- 
no normale FCE, l’ angolo C sarà sempre esattamente contenuto 
fra i piani MT,PG in modo che i lati EC,FC si troveranno co- 
stantemente l’uno sul piano MT, l’altro sopra PG : è dunque 
chiaro che quest’ angolo potrà serv ire di misura alla loro incli- 
nazione: e perciò V inclinazione di due piatii è determinata 
dall ’ angolo che fanno fra loro due normali respettivamente 
condotte sull ’ uno e sull’ altro ad uno stesso qualunque punto 
dell’ intersezione comune. 

702. Dunque i°. un piano che ne incontra un altro fa 
con esso due angoli la cui somma è 180°. a 0 . Nell’ intersezio- 
ne di due piani gli angoli opposti sono eguali. 3°. Se più 
piani si tagliano sulla stessa retta la somma di tutti gli an- 
goli sopra e sotto l’ intersezione è di 36o". 4°- Un piano che 
ne taglia due o più paralleli fa con essi gli angoli alterni e- 
guali, e se è normale ad uno è normale anche agli altri, ec. 

85. 700. Inoltre se AB sianormale al piano qualunque MN, 

anche ogni piano HI) steso lungo AB sarà normale ad MN, 
Infatti poiché AB è normale a DE, intersezione comune dei due 
piani (6g3), condotta CA normale a DE sul piano MN, l’angolo 
lì AC misurerà l’ inclinazione di MN con HD (701): or quest’ 
angolo è retto (6g3) j dunque i due piani son normali. 

704. Del pari se il pitmo FE sia normale al piano MN, 
e da un punto B di FE si conduca BA normale all intersezio- 
ne comune DE, anche B A sai à normale al piano MN. Infatti con- 
dotta sul piano MN la CA normale a DE, l’angolo BAC, che misu- 
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ra l' inclinazione dei due piani normali (701), sarà retto: dun- Fig.85. 
que AB sarà normale anche a CA, e perciò a tutto il piano MN. 

70 5 . E sedile rette CÀ, AE soli normali alla retta AB con- 
dotta sul piano HD, tutto il piano MN steso per CA, AE sarà 
normale ad HD. Infatti condotta nel piano MN la RA normale 
all 5 interse/.ione ED dei due piani HD, MN, l’ angolo RAB, che 
misurerai’ inclinazione dei due piani (701), sarà retto ((J9ÌI). 

706 Se due piani DH,CT non paralleli son normali ad 
un terzo PQ, anche BA loro intersezione sarà normale a PQ; 
poiché condotte nel piano PQ le AG,AL l’una nonnaie ad ED 
e perciò al piano DH (704)» l’altra a CR e quindi al piano CT, 
queste saranno ambedue normali a BA (693), che dunque sarà 
normale a PQ. Quindi le intersezioni di tre piani normali sono 
esse pure tra loro normali. 

707. Se una retta è parallela a due piani, sarà paral- 
lela anche alla loro intersezione ; perchè fatto passar per la 
retta un piano normale , questo sarà normale anche ai due piani 
dati(702.4°)> e perciò ancheallaloro intersezione comune (706), 
che per conseguenza sarà parallela alla retta data (698). 

708. Se la retta VM è parallela alla retta AB stesa sul 87- 
piano PG, sarà parallela anche al piano PG, cioè comunque 
prolungata non potrà incontrarlo giammai ; poiché fatto pas- 
sare per le parallele il piano VMNT, la VMche in tutto il suo 
prolungamento deve mantenersi sempre su questo piano (692.4°) 
non potrebbe incontrar l’altro piano se non lungo il prolunga- 
mento di BA, intersezione comune di ambedue. Ma VMnon può 
incontrarsi con BÀ sua parallela ( 543 ), dunque neppur conPG. 

709. Da ciò si deduce: 1 ° che una retta parallela all interse- 
zione di due piani , è parallela ad ambedue. 2 0 . Se si abbiano 
due rette a,b situate in piani diversi e non parallele , si po- 
trà sempre far passare per la retta a un piano parallelo al- 
la retta b. Poiché condotta per un punto qualunque della retta a 
una terza retta c parallela alla retta b ( 548 ), la retta b sarà pa- 
rallela al piano che passa per a e per c. 3 °. Nel modo stesso po- 
trà farsi passare per b un piano parallelo alla retta a. Condot- 
to allora per a un nuovo piano perpendicolare ai due piani pa- 
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rnl!i'ìi(^0',i. / |°),t‘ da] punto ove esso attravefsa la reità b alzata luri- 
do il piano una normale ab, questa sarà normale insieme all una e 
all'altra rolla b ed a, e determinerà la più corta loro disianza. 

7 i o. Se un piano taglia due /nani paralleli , le interse- 
zioni son parallele poiché se tali non fossero, siccome appar- 
tengono allo stesso piano secante, s' incontrerebbero , e con esse 
dovrebbero pure incontrarsi i due piani a cui respettivamente 
appartengono , i quali in conseguenza non sarebbero più paral- 
leli, contro 1’ ipotesi. 

711. Due piani perpendicolari ad una medesima retta 
son paralleli fra loro ; perchè se si incontrassero, condotte da 
un punto qualunque della loro comune intersezione due rette 
per l’uno c l'altro piano, alle due estremità della normale, 
quoslenou potrebbero essere ambedue perpendicolari alla norma- 
le ( 5 1 8), nè questa contro l’ipotesi sarebbe normale ad ambedue 
i piani ((x) 3 ). 

7 19.. Reciprocamente se due piani son paralleli , ogni ret- 
ta normale all’imo è normale anche all’altro. Infatti siano 
Fig. 85. CKRD, K.HTF due piani paralleli determinati dalle rette CR 
ed ED, KT ed HF, e sia AB normale al piano CERD. Condot- 
ti per AB i piani CKTR,EHFD,le loro intersezioni HF ed ED, 
KT c CR coi due piani paralleli dovranno essere respettivamente 
parallele (710. i°). Ma ABèin ipotesi normale al piano CERD e 
per conseguenza alle intersezioni CRed ED ( 6 p 3 ), dunque dovrà 
esser normale anche alle altre due, e quindi al piano parallelo 
KHTF ( ivi ). Si potrebbe provare in egual modo che un’obli- 
qua fra due piani paralleli è egualmente inclinala sull'uno e 
sull’altro. Frattanto di qui si ha che due piani paralleli ad un 
terzo son paralleli anche tra loro ; perchè se sul parallelo co- 
mune si alzi mia normale , questa do\ rà esser nonnaie ad am- 
bedue gli altri piani, i quali perciò saran paralleli fra loro (702). 

71 3 . Le parallele comprese fra due piatii paralleli so- 
no eguali j perchè supposte due sole le parallele, e fatto passa- 
re per le medesime un piano, le intersezioni di questo coi pia- 
ni paralleli saranno parallele (rio), e quindi saranno fra loro 
eguali le parli di esso comprese fra le due parallele date ( 54 <))> 
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le quali pure per la stessa ragione dovranno essere eguali- E ro- 
si si troveranno eguali tutte le rimanenti , paragonandole nel 
modo stesso ad una ad una con qualunque delle due prime. Di 
qui si ha che due pioni paralleli conservano in tutta la loro 
estensione una stessa distanza ; perchè condotte dall’ uno all’ 
altro e dovunque delle rette normali, queste saran sempre paral- 
lele ((>98), e quindi eguali, 

714. Se tre parallele IB, AN, EM situate in piani diversi F- <00. 
sono eguali, i piani BAEDC, 1 \ MRK. che passati per le loro 
opposte estremità son paralleli Infatti condotto per IN un pia- 
no parallelo a BAEDC, la porzione della parallela ME che ri- 
marrà compresa fra questi due piani dovrà essere eguale alle al- 
tre due paralleleTB.AN (7 1 3 ) , e inconseguenza la parallela ME ri- 
marrà tutta intera compresa fra l’un piano e l’altro, ossia il 
nuovo piano parallelo dovrà passare per M e confondersi perciò 

col piano INMRK. 

7 1 5 . Se da un punto A si conducano a traverso di due piani pa- 88 - 
ralle! i PQ , pq quante rette si voglia ,WD , A/'F , ec. queste 
saranno tutte tagliale proporzionalmente, come pure l’AB con- 
dotta da A perpendicolarmente al piano PQ, e in conseguenza an- 
che al piano pq (7i?,),c]efigureDFGEH,d/ge/i saranno simili; 
poiché i°. fatto passare un piano per i tre punti A,D,F, le sue 
intersezioni coi piani paralleli PQ, pq saranno le rette parallele 
DF, df( 710); dunque i triangoli ADF, Adf saranno simili. Lo 
stesso si proverà de’ triangoli AFG ed A fg, AEG ed Aeg, ec. ; 
onde AD : Ad :: 1 )F : df :: AF : Af : : FG '-fg" AG : A g :: AB : Ab ; 

2°. essendo DF : df : : AF : Af : : FG :fg : : ec. , si ha DF : df: : FG : 

fg :: EG : eg ec. Ora se si conducano DG, dg, si proverà ( 58 i) 
che i triangoli ADG, A dg son simili, e perciò AD:Arf::DG: 
z£g::DF : df:: FG :fg\ dunque i triangoli DFG, dfg hanno tut- 
ti i lati omologhi proporzionali , e perciò son simili, onde l’an- 
golo F=/' ; si proverà lo stesso degli angoli G e g, E cd e , ec. ; 
dunque tutti gli angoli della figura DFGEH son respetlivamen- 
te eguali a quelli della figura dfgeh: ma per altra parte tutti i 
loro lati omologhi son proporzionali, dunque esse son simili (619). 

. 716. Dall’ esser l’angolo F==/‘ si deduce che se due angoli 
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Fl^à 8 . DFG, dfg hanno i loro lati respettivament© paralleli, e diretti 
nel medesimo senso, saranno eguali benché situati in diversi pia- 
ni. E dall’ esser simili le figure DFGEH, dfgeh segue che le lor 
superficie stanno fra loro:: (6*42) DF 2 : df 2 :: AD 2 : A d 2 :: il qua- 
dralo BA 3 delia distanza del punto A dal piano PQ, al quadrato 
AA 2 della distanza del medesimo punto A dal piano pq ; e perchè la 
ragione di AB 2 Ab 2 è costante per lo stesso punto A, qualun- 
que sia il numero delle rette AD, AF,ec. , le superficie delle fi- 
guae DFGEH, dfgeh saranno sempre fra loro nella ragione co- 
stante AB 2 : Ab 2 , e i loro perimetri nella ragione parimente co- 
stante di AB : Ab. Che se le rette AdD, A/"F, ec. invece di par- 
tir dal punto A sieno parallele, tutte le rette dD,yF,^G, ec. sa- 
ranno eguali e le figure diverranno eguali e simili. 1 

7 1 7. Allorché tre o più piani s’ incontrano con le loro interse- 
zioni in un medesimo punto, lo spazio angolare che comprendo- 

80 . no si chiama angolo solido. Tale è l’angolo S formato dai tre 
piani ASC, CSB, ASB. Vi vogliono dunque almeno tre angoli 
piani per formare un angolo solido; e ciascuno di essi è sempre 
minore della somma degli altri due. Ciò è evidente quanto ai 
due minori. Riguardo al maggiore, sia questo ASB. Sul piano 
ASB formisi l’angolo DSB=CSB, e prese ad arbitrio le lunghezze 
SB, SC, si faccia SD=SC ; e si conduca da B per D la B A, e quin- 
di leAC.CB. I triangoli eguali BSC,BSD ( 5 to.i°) daranno GB= 
DB, e siccome si ha AB<AC-f-CB, così avremo ÀB<AC-+-DB, 
e per conseguenza AD<AC. Ma i due triangoli ASD, ASC han- 
no il lato AS comune, e il lato SD=SC, se dunque il terzo la- 
to AD nel primo è minore del terzo AC nel secondo , avremo 
altresì l’angolo ASD minore dell’angolo ASC; e quindi ASD-t- 
DSB<ASC-f-DSB, cioè, per essere ASD-t-DSB==ASB, eDSB= 
CSB, sarà ASB<ASC-f-CSB. 

89 7t8. Dunque la somma degli angoli piani che formano un 

angolo solido è minore di 36 o°. Infatti abbiasi l’angolo solido 
quadrangolare BACDE, e si conduca comunque attraverso i suoi 
lati il piano ACDE. I due angoli AEB-|-DEBson maggiori del- 
l’angolo AED con cui formano l’angolo solido E (717) ; dun- 
que il lor supplemento è miuore di quello dell ’ angolo AED. 
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Lo stesso è del supplemento di EÀB-f-CAB relativamente a Fig.89 . 
quello dell’angolo CAE, ec. Dunque la somma de’ supplementi 
degli otto angoli inferiori dei quattro triangoli (somma eguale 
all’angolo solido B ) è minore della somma de’ supplementi dei 
quattro angoli del poligono ACDE, che è 36 o° ( 5 g^) ; dunque 
l’angolo solido è minor di 36 o u . 

719. Se due angoli solidi son composti di tre angoli 
piani r e spettiv amente eguali , i piani a cui appartengono que- 
sti angoli saranno a due a due egualmente inclinati tra loro- 
Abbiami gli angoli solidi S,s, e sia ASC —ose, ASB^n.iA, BSC«=» 80 * 
bsc. Presa AS —as e condotti i piani CAB, cab respettivamentc 
normali ad AS, as, i triangoli rettangoli SAC ed sac, SAB ed 
sab saranno eguali ( 5 10 2“), e si avrà SC =sc, AC <=ac, SB 
AB=a&. Saranno dunque eguali anche i due triangoli CSB, csb, 

e per conseguenza i due ABC, abe, e quindi i loro angoli CAB, 
cab, i quali misurano le inclinazioni dei piani CAS ed ASB, cas 
ed asb (701 );1° stesso ragionamento si estende manifestamente an- 
che alle inclinazioni dei piani rimanenti. Perciò i due angoli so- 
lidi potranno esattamente soprapporsi 1’ uno sull’ altro. 

Terza Parte 
Solidi 

720. Si chiama solido ciò che ha le tre dimensioni dell’e- 
stensione ( 48 q). In questo senso ogni corpo o esistente in natu- 
ra o creato dalla nostra immaginazione è dunque un solido : 
noi per altro non ci occuperemo che di quelli di due sole specie, 
cioè dei solidi poliedri, la cui superficie si compone di faccie pia- 
ne talmente unite nei loro lati da chiudere per ogni verso uno 
spazio, e dei solidi di rivoluzione, che posson concepirsi come for- 
mati dal perimetro di una figura piana che sia fatta girare intor- 
no ad uno dei suoi lati, o intorno ad un asse qualunque. Nè di lutti 
i solidi spettanti a queste due specie prenderemo a parlare , ma 
soltanto di quelli che han forme più notabili e regolari. Di questi 
daremo in primo luogo uua succinta descrizione; ne rileveremo in 
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sfinito lo più essenziali geometriche proprietà ; quindi daremo 
il modo di misurarne e confrontarne le superficie; e quello infine 
di valutarne e paragonarne le solidità o capacità , o volumi, cioè 
gli spazj o vuoti circoscritti per ogni verso dalle loro superficie. 

Poliedri 

721.I poliedri si distinguono in regolari, in simmetrici ed 
in irregolari, e ciascuno di questi prende una differente denomi- 
nazione secondo il numero delle sue faccie . Il più semplice che ne 
ha quattro, poiché tre sole non chiuderebbero spazio, chiamasi 
tetraedro ; dicesi pentaedro quello che ne ha cinque , esaedro 
se ne ha sei , ottaedro , dodecaedro , icosaedro , ec. se no ha 
otto, dodici, venti, ec. 

722. Diconsi regolari quei poliedri le cui faccie sono al- 
trettanti poligoni regolari ed eguali, e i cui angoli solidi (717) 
son pure tutti eguali fra laro. 

723. Onde cinque soli sono i poliedri regolari, cioè tre 
le cui faccie son triangoli equilateri, uno le cui faccie son qua- 
drati , ed imo le cui faccie son pentagoni. Poiché bisognando 
almeno tre angoli piani per fare un angolo solido, che intanto non 
può esse r di 36 o°( 7 1 8 ) , in cinque soli casi può farsi un angolo solido 
con piani di poligoni regolari: i°. langolo d’un triangolo equila- 
tero essendo di fio 0 , tre de’ suoi angoli fanno un angolo solido 
di 180 0 , e quattro di questi triangoli posson fa e un tetraedro: 
2 0 . quattro triangoli equilateri fanno un angolo solido di 240°, e 
può formarsene un corpo regolare d’otto faccie o un ottaedro : 3 °. 
cinque triangoli equilateri fanno un angolo solidodi 3 oo°, e può 
comporsene un corpo regolare di 20 faccie o un icosaedro ; 
ma sei farebbero 36 o°, e questo non può essere un angolo soli- 
do: 4°. l’angolo del quadrato essendo 90“, tre faranno un ango- 
lo solido di 270°, e potrà comporsene un corpo regolare di sei 
faccie o un esaedro ; ma quattro farebbero 3 fio°, nè potrebber dun- 
que formare un angolo solido: 5 °. l’angolo del pentagono regola- 
re valendo io 8 °( 5 i) 6 ), tre formeranno un angolo solido di 324°, 
e potrà farsene un solido regolare di 12 faccie o uu dodecae- 
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dro ; ma quattro farebbero 43 *-°, angolo solido impossibile. In* 
linei’ angolo dell’esagono essendo 120° ( ivi ),tre fanno 36 o°, 
clie non può essere un angolo solido: molto meno tre ettago- 
ni , tre ottagoni , ec. ; dunque i corpi regolari non sou più di 
cinque. 

724- Chiameremo simmetrici quei poliedri che sono con- 
formati nel modo medesimo da una parte e dalla sua opposta, 
e presentano come l’aggregato di due solidi eguali contrariamen- 
te appoggiati sopra una base comune. Condizione naturale di que- 
sti poliedri è che i vertici dei loro angoli solidi si trovino ad e- 
gual distanza dalla base comune. I poliedri che non sono rego- 
lari nè simmetrici forman la classe degl’irregolari 

725. I più notabili tra i poliedri sono i prismatici o i pri- 
smi : e i piramidali o le piramidi. Il prisma è un poliedro 
le cui faccie laterali sono altrettanti parallelogrammi, e le fac- 
cie superiore ed inferiore, che chiamansi basi del prisma, sono 
piani di due poligoni eguali e paralleli. Questo solido si può con- 
cepir come formato da una retta, che comunque inclinata sul pia- 
nodi un poligono , scorra lungo il perimetro del medesimo man- 
tenendosi sempre parallela a se stessa. In tal caso alla retta che 
col suo movimento genera il prisma si dà il nome di generatri- 
ce , e al perimetro lungo cui scorre si dà quello di linea diret- 
trice. Il prisma è retto, se i piani delle sue faccie laterali son tutti 
perpendicolari a quelli delle sue basi; obliquo nel caso opposto. 
Ètriangolare, quadrangolare , pentagono, ec. secondoch è so- 
no tre, quattro, cinque, ec. i lati del perimetro delle sue basi. 
Prende il nome di parallelepipedo, se ha per base un paralle- 
logrammo, di parallelepipedo rettangolo , se ha basi e faccie 
rettangolari ; finalmente di cubo se si compone di sei faccie cia- 
scuna delle quali sia un quadrato, nel qual caso viene a confon- 
dersi con l’esaedro regolare (723). 

726. Si chiama altezza del prisma la distanza dell’una 
all’altra delle sue basi; apotema la normale condotta dalla base 
superiore all’inferiore lungo il piano di una qualunque delle fac- 
cie ; lato o costola del prisma ognuna delle intersezioni fra due 
contigue faccie laterali; diagonale qualunque retta che unisca 
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i vertici di due angoli solidi non adiacenti. Gli apotemi son tutti 
eguali fra loro (71 3 ). L’ altezza è eguale al lato e all’apotema 
nel prisma retto, minore nell'obliquo. Due prismi o retili o e- 
gualmente inclinati son simili quaudo hanno per basi poligoni 
simili, e altezze proporzionali ai perimetri delle basi. 

7*7. In ogni parallelepipedo le faccie opposte sono paral- 
lele ed eguali. Infatti le due basi superiore e inferiore essendo 
fra loro parallele ed eguali (725), saranno pure parallele ed e- 
Fig.9t. guai» fr® l°r° le quattro rette Aa, Dd, BA, Cc ( 549 )* Gli an- 
goli piani aAB.dDC, i cui lati son dunque paralleli, saranno es- 
si pure eguali (716), come nel modo stesso saranno respettiva- 
meute eguali i tre rimanenti angoli delle due faccie opposte Ab, De. 
Queste due faccie, e per la ragione stessa le altre due Ad, Be, 
son dunque parallele ed eguali. 

728. Di qui si ha i°. che date di lunghezza e di posizione 
le tre rette AB, AD, A a , che partano da un punto A, ed una 
delle quali sia in un piano diverso dalle altre due, si può sem- 
pre costruir con esse uu parallelepipedo ; il che si otterrà con- 
ducendo per le estremità B,D,a di ciascuna delle tre rette un 
piano parallelo a quello che passa per l’ altre due. Gli incontri 
scambievoli di questi piani formeranno il parallelepipedo richiesto. 

2 0 . In ogni parallelepipedo gli angoli solidi opposti so- 
no eguali , e le quattro diagonali si tagliano scambievolmen- 
te in parti eguali. Infatti, attesa l’eguaglianza delle faccie op- 
poste (727) eia loro qualità di parallelogrammi i tre angoli pia- 
ni DAB.DAa.aAB sono respettivamente eguali ai tre angoli piani 
deb, C cb, C cd. Dunque sono eguali altresì i due angoli solidi 
A, c formati da questi angoli piani (719). E se si con- 
ducano le diagonali Ac, DA, queste dovranno ambedue trovarsi 
nel piano delle parallele DA, cb (692.6°), e quindi intersecarsi fra 
loro in qualche punto O. E poiché i triangoli DOA, O cb sono 
eguali ( 56 1.2°), dovrà aversi DO=OA, AO— Oc, cioè le diagona- 
li si taglieranno in parti eguali nel punto O, che potrà nominar- 
si centro del parallelepipedo. Sarà poi facile dimostrare che an- 
che ogni altra retta, la quale parta da un punto qualunque d’ u- 
nn delle faccie e vada sull’opposta passando per O, resterà del 
pari divisa in due parti eguali nel punto O; come pure che ogni 


Digitized by Google 



3oi 

piano condotto da un latb all’ opposto passerà per il centro e Fig. 
dividerà il solido in due prismi triangolari eguali, ciascun dei 
quali sarà dunque metà del parallelepipedo. Può osservarsi che 
potendosi prendere A4 per base del parallelepipedo (727), e ABè, 

A ab per quelle dei due prismi , ciascuno di questi avrà dunque 
c la stessa altezza e la metà della base del parallelepìpedo. 

72C). Ogni parallelepipedo le cui quattro faccie luterà - 
li sieno oblique al piano della base , può cangiarsi in un al- 
ito della medesima base ed altezza, e di volume equivalen- 
te , e nel quale due delle faccie opposte sieno normali al 
piano della base. Sia Ac il parallelepipedo dato: per ilati op- 
posti BC, AD della base si alzino normalmente alla medesima 92 ■ 
i piani B/', Ai, e sieno hf, ki le loro intersezioni col piano del- 
la base superi ire ac -, B/i, Ak quelle col piano della faccia an- 
teriore Ab -, e G/j Di’ quelle col piano della faccia posteriore De. 

11 solido Bi sarà manifestamente un nuovo parallelepipedo con 
base ed altezza eguali a quelle del dato, con le faccie anterio- 
re e posteriore Ab, Df egualmente che in quello inclinate sul 
piano della base, e con le altre due faccie Bf, Ai normali a que- 
sto piano. Inoltre i due parallelepipedi aivrau comuue il solido 
AC hd, c 1’ uno conterrà di più il prisma triangolare BC./»c, 1’ altro 
il prisma triangolare AD kd. Ma questi due prismi con tutti gli 
angoli solidi e tutti i lati e dimensioni eguali sono visibilmente 
eguali, avremo dunque Ac— AChd-\-BChc=tAChd-hAHkd'= 

Bi, cioè i due parallelepipedi, oltre ad aver base e altezza eguale, 
sono fra loro equivalenti in volume. 

■j So- Ogni parallelepipedo obliquo può cangiarsi in un pa- 
rallelepipedo a faccie rettangolari conia stessa base e con la 
stessa altezza e di volume equivalente- Col metodo preceden- 
te si cangi il parallelepipedo dato in un nuovo parallelepipedo A© 
con duo faccie opposte normali alla base, e sieno Ab, De que- 
ste due faccie. Fatta la stessa costruzione che sopra.il paralle- 
lepipedo Bi verrà ad avere normali alle due hasi anche l’ altre 
due faccie Bf, Ai , nel qual oasu le intersezioni delle quattro fac- 
cie fra loro e con le due basi saranno normali , e le quattro 
faccie rettangolari. Si dimosterà poi come sopra che il parallele- 
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pipedo Bi è equivalente in volume al parallelepipedo A e; e poi- 
ché questo è equivalente al dato, così il dato ed iì nuovo 
parallelepipedo Bz avranno e base e altezza eguale come è chia- 
ro , e volume equivalente. 

1 . Qualunque parallelepipedo può cangiarsi in un paral- 
lelepipedo rettangolo d‘ altezza eguale, e di base e di volu- 
me equivalente. Si supponga che, applicati i due metodi prece- 
denti, il dato parallelepipedo sia stato cangiato nel parallelepipedo 
AL a faccio rettangolari. Condotti per i lati AI, BK. della faccia 
anteriore AK. due piani AQ, BP nonnali a quello della faccia po- 
steriore MC, il nuovo parallelepipedo AP avrà non solo le fac- 
oie, ma anche le basi rettangolari, le quali saranno di più equi- 
valenti a quelle del dato, perchè i triangoli rettangoli DAO e CBN , 
MIQ ed LKP essendo eguali ( 5 18.2°), danno DB=DAO-f-AC= 
CBN -+- AC=A N . ed MK=MlQ-j-IL=LKP-f-IL— IP. E poi- 
ché i due prismi triangolari AIDQ, BK.CP con tutti gli angoli so- 
lidi e tutte le dimensioni eguali sono manifestamente tra loro e- 
guali, avremo AL=AIDQ-(-BQ==BKCP-f-BQ=AP, cioè i due 
solidi, oltre ad avere un’eguale altezza Al e basi equivalenti, sa- 
rannoequivalenti auche in volume. Diciamo adesso della piramide. 

qii. La piramide è un solido composto di faccie triango- 
lari tutte concorrenti con un loro vertice in un punto comune 
A, e che coi lati opposti terminano sul perimetro di un poligono 
GEDHE. Si può concepir generata da una retta che tenendosi 
ferma in A con un suo punto qualunque, si muova col rimanen- 
te di tutta se stessa sempre appoggiata al perimetro GEDHE. 11 
punto A si chiama vertice della piramide ; il poligono GEDHE 
ne è la base; la normale calala dal vertice sul piano della base ne 
è l’altezza; quella condotta dal vertice lungo le faccie sul pe- 
rimetro della base si chiama , come nel prisma, apotema. 

733. La piramide è triangolare, quadrangolare, ec. secon- 
dochò son tre, quattro.ee. lefaccie chela compongono, o i lati 
della sua base. È regolare quando le faccie sono eguali, nel qual 
caso la normale calata dal vertice cade nel centro della base , e 
prende il nome di asse della piramide. 
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734. La superficie di qualunque poliedro corrisponde ma- 
nifestamente all’aggregato di quelle delle sue faccie. Perciò i°. 
se il poliedro è regolare, se ne avrà la superficie moltiplicandoquel- 
la di una delle sue faccie per il numero totale delle medesime. 
2 0 . La superficie laterale d‘ un prisma qualunque equivale a 
quella del rettangolo LXP formato da uno qualunque dei 
lati L, e dal perimetro P della sezione fatta sul prisma da 
un piano normale al lato L. Infatti tutti i lati del prisma es- 
sendo per natura del solido paralleli (725) , il piano normale 
ad uno di essi è normale anche ai rimanenti (697). Ciascun la- 
to del perimetro della sezione è dunque normale in ogni fac- 
cia ai due lati del prisma fra i quali è contenuto (693) ; deter- 
mina quindi la distanza dell’uno all’altro, e moltiplicata per 
uno di essi dà la superficie della faccia corrispondente ( 633 ). 
Poiché dunque ciascun lato del prisma ha una stessa lunghez- 
za L (713), se si rappresentino con A, B, C, D, ec. quelli del 
perimetro P della sezione, avremo per la superficie cercata S=* 

ec. =° ( 63 o.II) L(A-{-B- 4 r 
C-\-D- t-ec.) =iX-P. Che se il prisma è retto (725), la sezio- 
ne sarà parallela (711) ed eguale alla base, e la superficie late- 
rale equivarrà al rettangolo fatto dalla base e dall’altezza del 
prisma. Quindi 3 °. le superficie laterali di due prismi retti d’ 
egual base stanno come le altezze ; d’eguale altezza stanno come 
le basi; sono eguali se hanno altezze eguali e basi di perimetro egua- 
le, o se le basi stanno inversamente come le altezze; uei prismi si- 
mili stanno come i quadrati delle altezze, ec.; il che tutto si 
dimostra con i medesimi ragionamenti che ci condussero alle me- 
desime conseguenze per le superficie piane (642). 

735. La superficie laterale della piramide , risulta dalla som- 
ma delle sue faccie triangolari. Quindi se la piramide è rego- 
lare , e perciò con faccie tutte eguali , supposto n il loro nume- 
ro , A l’apotema, L un lato del perimetro della base, avremo 
per la superficie S 7 =\nAL-, ma nL rappresenta tutto intero il 
detto perimetro , dunque la superficie laterale della piramide 

T. /. 
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regolare equivale alla metà del rettangolo fatto dall' apote - 
ma e dama retta eguale in lunghezza al perimetro della base. 

^36. Se la piramide sia troncata parallelamente alla base, 
le faccie si cangeranno in trapezj (5p4)> che saranno tutti egua- 
li quando la piramide sia regolare; nei qual caso, chiamato D il re- 
sto dell’apotema, L,V uno dei lati delle due basi superiore cd 
inferiore, ed n il nuoterò delle farcie, avremo per la superfìcie 
di una di queste s=\D{L-\-L'), e per quella della piramide tron- 
cata S=>jnD{L-hL' ); dal che si ha che la superficie della pi- 
ramide regolare troncata equivale al rettangolo formato dal 
resto dell’ apotema , e di\ una retta eguale alla semisomma 
dei perimetri delle due basi, o al perimetro medio proporzio- 
nale aritmetico fra l’imo c l’ altro { 355). Si dimostrerà facil- 
mente che questo perimetro è quello di una sezione fatta paral- 
lelamente alla base sulla metà dell' altezza del tronco. Del resto 
tutte le analogie accennate di sopra rapporto alle superficie dei 
prismi ( 734 . 3 °) bau luogo per quelle delle piramidi regolari. 

Solidità 0 volume dei Poliedri 

Per misurar la solidità o volume di un corpo bisogna 
prender per unità di misura il solido più semplice, quello cioè 
le cui tre dimensioni souo eguali all’ unità di lunghezza: il cuba 
(7'ì5) è perciò la misura naturale della solidità. Quindi si dice 
indifferentemente ola cubatura o la solidità d’un corpo, la cui 
determinazione perciò si riduce a trovar quante volte il cubo unità 
si coqteuga nel dato corpo : cosi per valutare un solido in pie- 
di cubici, basta determinar quante volte esso contenga il piede 
cubico unità. 

qi 8 . Misurare il cubo AG=(7 diverso da ag—c cubo u- 
F. M nità. Tagliato nel cubo un parallelepipedo HN con la base Hl\l^= 
ac, è chiaro che l’unità id o ad entra tante volte in DI o DA, 
quante entra c in HN ; dunque 1 ) DA :: c :HN=DAXc; ma 
l’unità ac o HM entra tante volte in AC, quante HN entra nel 
cubo C\ dunque 1 :AC :: HN : 6’— HN X AC ; e poiché HN=s 
DA Xc ed AC=DA a , sarà G==DA 3 Xc; cioè il cubo b il prò- 
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dotto dei cubo unità por il cubo delie unità di un de’ moi Fig 93. 
lati. Cosino piede cubico =t 728 pollici cubici: una tesa cubica 
=2i 6 piedi cubici =216X1728 pollici cubici, ec. 

739. Dunque la solidità del parallelepipedo equivale al 
prodotto della sua base per la sua altezza, o delle sue tre 
dimensioni in lunghezza , larghezza ed altezza . Poiché, se è 
rettangolo, il cubo AG descritto sul maggior lato DI contien 
tante volte il parallelepipedo UN, quante AC contiene HM; 
dunque AG: H> :: AC : HM, e quindi HM : HN :: AC : AG :: 

DI 1 : DI3 ;: 1 ; DI, e perciò HN=HM X DI=> (629) DHxDMX 
DI. Siccome poi il volume di qualunque parallelepipedo obli- 
quo equivale a quello di un parallelepipedo rettangolo che ab- 
bia la medesima altezza A ed una base B equivalente (o3i), 
cosi lo stesso prodotto A 'KB, che dà il volume di questo, darà il 
volume anche di quello. 

740. Parimente la solidità di un prisma retto o obliquo equi- 
vale al prodotto della sua base per la sua altezza. Infatti, se 
primieramente il prisma è triangolare, sappiamo che il suo volume 
è metà diquel'odi un parallelepipedo che Itala stessa altezza A 
e il doppio ?.B della base (728,2°), Dunque per la solidità di que- 
sto prisma avremo «S=4 X iB X A=B X v^.Clie se il prisma è qua- 
lunque, potremo decomporlo iti tanti prismi triangolari, tutti d’al- 
tezza eguale a quelladel dato prisma , quanti sono i triangoli in cui 
può decomporsi il poligono che gli serve di base. E come ciascun 
di questi equivale al prodotto della respettiva sua base nell’al- 
tezza comune, così l’intero prisma equivarrà al prodotto di quest’ 
altez'.a nella somma di tutte le basi parziali , ossia nella sua ba* 
se totale. 

74 » - Di qui intanto si ha cheque prismiV, p stanno fra loro 
come i prodotti A XB, a Xb delle lor basi ed altezze. Perciò 
se con altezze eguali hanno basi equivalenti, sono equivalenti; se 
lian soltanto altezze eguali stanno come le basi; se han basi eguali o 
equivalenti stanno come le altezze: se sono equivalenti, e con basi e 
altezze ineguali, le loro basi stanno in ragione inversa delle altez- 
ze; se son simili (726) stanno come i cubi delle altezze, o co- 
me i cubi di due lati omologhi qualunque delle basi , o come 
T. /. ao 
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quelli d’ogni altra dimensione omologa. Poiché avendosi in tal 
caso B'. b:: L* : l 3 (642), ed A : a::L:l (726), sarà P : pr.AX. 
L 1 : aX. 1 2 ::A 3 : a?:: L 3 :P,e c. 

742. Abbiasi adesso una piramide qualunque, che per mag- 
gior semplicità della figura rappresenteremo soltanto con una del- 
F. 102. 1 ° sue faccie ABC; e permeglio fissar le idee, si supponga che 
la normale calata dal vertice cada sulla base, talché ciascuna fac- 
cia sia inclinata sulla base aldi dentro. Tagliala l’intera pirami- 
de con sezioni parallele alla base, e fra loro equidistanti, si cir- 
coscriva esternamente a ciascun dei tronchi compresi fra sezione 
e sezione un prisma retto, ed un altro se ne inscriva internamente, 
come vedesi praticato nella figura. 11 secondo prisma esterno sarà 
eguale al primo interno, con cui ha comune la base ed eguale l’al- 
tezza ; per la stessa ragione il terzo esterno sarà eguale al secon-' 
do interno, il quarto esterno al terzo interno, e cosi di seguito 
fino agli ultimi dell’nn genere e dell’altro. Tutti i prismi ester- 
ni avran dunque i loro equivalenti negl’ interni , a riserva del pri- 
mo, che eguaglierà perciò la differenza tra la somma di tutti gli 
esterni e la somma di tutti gl’ interni ; differenza che deve neces- 
sariamente esser maggiore di quelle che passano fra le somme dei 
prismi tanto esterni, che interni e la piramide ; essendo chiaro che 
questa é minore di tutti insieme i primi , tra i quali è contenu- 
ta , e maggiore di tutti insieme i secondi che totalmente con- 
tiene. Quest’ osservazione fa strada a dimostrare la seguente lu- 
minosa proposizione. 

743. Due piramidi d' altezza eguale e di base equiva- 
lente sono eguali in volume. Si dividano, come sopra, con cgual 
numero di sezioni, sì l’ una che l’ altra piramide ,e si inscrivano e 
circoscrivano all’ una e all’altra i solili prismi. Come le due pi- 
ramidi hanno una altezza eguale e basi equivalenti , le sezioni 
fatte alle medesime altezze o distanze dal vertice saranno tut- 
te equivalenti (716). Quindi i prismi sì interni che esterni cor- 
rispondenti alle stesse sezioni avranno respettivamente basi equi- 
valenti; e come hanno in ipotesi altezze eguali, saranno respet- 
tivamente eguali in solidità (74 1 )• Perciò il primo prisma ester- 
no , differenza fra le somme di tutti gl’interni ed esterni della 
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prima piramide , sarà egualmente differenza tra le somale di tut- 
ti gli esterni della pi-ima e di tutti gl’interni della seconda, e 
reciprocamente. Or si chiamino P, p i volumi delle due pira- 
midi, TI, n le somme dei prismi esterni dell’ una ed interni del- 
l’altra, d la differenza, se vi è, di volume tra le due piramidi, 
e v quella fra II e 7 r, ossia il volume del primo prisma esterno d’ 
una delle due piramidi ( 7 ^ 2 ). Supposto P>p avremo P — p—d. 
Il — 7i=v , e poiché manifestamente si ha 0> P, r.<p, perciò 
qualunque sia il valore di v, do v rii sempre aversi v>d. Ma d, 
rappresentando la supposta differenza di volume frale due pira- 
midi, ha un valor determinato ed invariabile, mentre quello di 
v , dipendendo particolarmente dall’altezza più o men grande che 
vox-remo dare ai prismi ( 74 °)» è arbitrario e variabile, e suscet- 
tivo di qualunque impiccolimento; dunque la condizione essen- 
ziale che qualunque sia il valoie di v debba aversi sempre v>d, 
non può sussistere se non si ammetta d — o, ossia se le due pira- 
midi non siano equivalenti. 

744- Da tutto ciò si ha che il volume di una piramide è 
la terza parte di quello di un prisma di egual base e di c- 
guale altezza, ossia è il terzo del prodotto della sua base per 
la sua altezza . Infatti abbiasi primieramente la pix-amidc trian- 
golare DABC. Elevate dagli angoli A, C della base le rette AF, 
CE parallele ed eguali al lato BD, e condotte le FE,FD,DE, sa- 
rà FDE parallelo ed eguale ad ABC (71 4)> e quindi il solido 
BFCD un prisma triangolare della base stessa e della stessa al- 
tezza della piramide data. Condotta sulla faccia AE la diagona- 
le l'C, il solido si troverà diviso nelle tic piramidi triangolari 
Dr AC, DI- CE, DABC tutte eguali fra loro in volume, perchè 
le prime due hanno eguali le basi FAC, FCE e comune il ver- 
tice D, «quindi eguale anche l’altezza, e per la ragione stessa 
la seconda è eguale alla data DABC , poiché ambedue hanno egua- 
li le basi FDE, ABC, ed inoltre i vertici C, D sui piani paral- 
leli ABC, FDE, laonde hanno eguali anche le altezze. Dunque 
ognuna di queste tre piramidi , e in conseguenza la data, è il ter- 
zo del prisma triangolare BFCD; e perciò, siccome chiamala li 
la base, ^l’altezza, si ha per il vo! urne del prisma r—AY,B, 
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avremo per quello della piramide triangolare P^=\AY,B. Ora 
ogui piramide può visibilmente riguardarsi come l’aggregato di 
tante piramidi triangolari d’eguale altezza, quanti sono i trian- 
goli in cui può decomporsi il poligono che serve ad essa di base. 
Se dunque ciascuua di quelle equivale alla terza parte del pro- 
dotto dell’altezza comune nella respettiva base, la somma di tut- 
te o l’intera piramide equivarrà al terzo del prodotto dell’ altezza 
comune, ossia dell’ altezza della piramide data, nella somma di 
tiltte le basi parziali, o nella base totale. 

745 . Dunque due piramidi qualunque stanno tra loro 
come i prodotti delle altezze e basi respettive ; e quindi se han- 
no altezze eguali stanno come le basi ; se basi eguali stanno co- 
me le altezze; se son simili, cioè se hanno e basi e faccie simi- 
li , stanno come i cubi delle altezze, o di due lati qualunque pur- 
ché omologhi, il che lutto si dimostra come peri prismi (74») 

74 ^. La solidità d’un tronco di piramide a basi parallele 
si ottiene assai speditamente per la via algebrica nel modo che se- 
gue. Sieuo? 2 ,L 2 due quadrati equivalenti in superficie alle basi b, 
B superiore ed inferiore, a l’ altezza del tronco, a: l’altezza della 
piramide formata dalla porzione che manca,e per conseguenza a-\-x 
quella della piramide totale; infine sieno j, S lesoliditàdell’uua e 
dell’altra piramide, la cui differenza S — s deve darci la solidità cer- 
cala del tronco. Avremo primieramente (7 1 6 ) 2 ? : b "(a-t-x ) 3 : x 2 :: 

L 2 :l 2 -, d’onde x= a- t-x = ~ ,5=(744)i£ a X 7^3= 


aTS 

3(L^T) 


al 


e — 1 n V — 

S^ìl A. , . — 


al* 


KL-t) 


Dunque 


a T ( L 2 -hLM* ) = j-( B+VBb+b y 

747. Infine un poliedro regolare si divide in tante pirami- 
di regolari quante sono le faccie. Supponendole n , e chiamata 
B la superficie d’ una di esse, ed A la sua distanza dal centro, 
avremo per la solidità del poliedro regolare S=jftA X.B 


Solidi di rivoluzione 


748. I principali fra i solidi di rivoluzione, e quei soli dei 
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quali qui tratteremo, sono': il cilindro, generato dai tre tati CF , Fi* 94. 
FE, AE di un rettangolo ACFE che sia fatto rivolgere intorno 
al quarto lato immobile AG; il cono , generato dall ipotenusa 90 . 
CD e dal cateto AD d’ un triangolo rettangolo CAD che si rivol- 
ge intorno all’altro cateto immobile AC; lo sferoide , generato 98. 
dal semiperimetro di un poligono regolare , come SBAEIN, che 
si rivolge intorno ad un suo asse o diametro SN ; e finalmente 
la sfera, generata dall’intera rivoluzione d’un semicircolo 96. 
CBFA intorno al suo diametro CF, o dalla semirivoluzioue di 
uncirc lo intorno ad uno qualunque dei suoi diametri. 

7 4y. In tutti questi solidi il lato o diametro immobile, in- 
torno al quale si volge la linea generatrice si chiama asse del sdido, 
o asse di rivoluzione . Nel cilindro i due lati adiacenti all’ as- 
se descrivono nella rivoluzione due circoli eguali e paralleli, che 
come nel prisma prendono il nome di basi ■ Parimente nel cono 
il cateto mobile descrive un circolo che è la base del cono. In 
generale, qualunque siasi il poligono generatore del solido, tut- 
te le normali condotte da un punto qualunque del lato immo- 
bile o asse di rivoluzione fino al perimetro del poligono descri- 
vono nella rivoluzione altrettanti circoli paralleli, che nel cilin- 
dro sono tutti eguali a quelli 7 delle due basi , nel eono dalla ba- 
se al vertice tutti successivamente minori gli unidegli altri ; nel- 
lo sferoide e nella sfera il massimo è descritto dalla normale che 
parte dalla metà dell'asse, e gli altri tutti tanto al disopra che 
al di sotto vanno continuamente decrescendo , in modo però che 
da una parte e dall' altra gli equidistanti dal medesimo sono fra 
loro eguali. Nella sfera la normale che parte dalla metà dell’as- 
se o dal centro, e che descrive il circolo massimo eguaglia il 
raggio del circolo genitore. Questo dunque e il circolo massi- 
mo sono eguali fra loro. 

7 5o. Da tutto ciò si ha, che ovunque si attraversino o si ta- 
glino questi solidi con piani normali all’ asse le sezioni saran- 
no sempre circolari. Nella sfera accade di più che ogni sezione 
piana , in qualunque senso si faccia , è sempre circolare ; poiché 
condotta pel centro una retta normale al piano della sezione , 
questa sarà un diametro che potrà riguardarsi come asse della 
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sfera. D’onde si conclude che tutte le sezioni le quali si faran 
passare per il centro saranno circoli massimi, eguali perciò fra 
loro e al circolo genitore (749). 

75 1. La sfera ha dunque un’ immensità di circoli massimi, 
percliò immenso è il numero delle sezioni che posson farvisi pas- 
sare per il centro; ed ha un numero sommamente più grande 
di circoli minori , perchè assai maggiore è il numero delle sezio^ 
ni che posson farvisi in tutti i sensi evitando di passare per il 
centro. Tutti i circoli massimi hanno un centro comune che è 
quello della sfera ; tutti i circoli minori lo han differente. Questi 
Circoli , le inclinazioni degli uni di essi sugli altri , e le interse- 
zioni delle loro circonferenze sulla superficie della sfera, godono 
di rimarchevoli proprietà, che ci riserbiamo ad esporre in luogo 
anche più di questo opportuno , specialmente in vista di non 
troppo interrompere il filo delle proposte materie. 

752. Le sezioni fatte nel cilindro, nel cono, e nello sferoi- 
de lungo l’ asse di rivoluzione riproducono manifestamente il po- 
ligono generatore. Quanto alle sezioni oblique , queste danno na- 
scita a varie specie di curve, che differiscono secondo la diversa 
qualità del solido, e dell’ angolo della sezione con l’ asse. Nel ci- 
lindro, qualunque sia quest’angolo, risulta sempre una curva 
d’ una sola e medesima specie, che prende il nome d’ ellisse. 
Nel cono se la sezione attraversa l’asse e passa dall’ una all’al- 
tra parte del solido, dà parimente nascita ad un’ ellisse; se è pa- 
rallela al lato o apotema opposto alla sua origine O, dà nascita ad 
una parabola, curva non rientrante , cioè idi cui ramiOM, om 
non s’incontrano giammai qualunque sia l’altezza del cono, e 
quindi non chiudono spazio; finalmente se lasezione diverge dal 
Iato o apotema opposto, genera un’ iperbola , curva essa pure 
non rientrante. Queste tre curve che dal modo appunto con cui 
son generate si chiamano sezioni coniche , sono assai celebri nel- 
la Geometria, e noi ne parleremo estesamente altrove. Le sezio- 
ni oblique fatte nello sferoide producono una curva spezzata, 
cioè composta di frammenti di curve diverse che si succedono 1 * 
uneall'altre e che tutte sono della specie delle precedenti. 

7&3 Le superficie laterali del cilindro e del cono, e le su- 
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perfide totali degli altri solidi di rivoluzione si chiamano conves* 
se se si riguardano dalla parte esteriore , concave se dall’ inte- 
riore. La superficie convessa del cilindro, conformemente alla su- 
perficie laterale dei prismi (72 5 ), si può audio concepir genera- 
ta dal movimento di una retta che normalmente elevala sul pia- 
no di un circolo, tutta ne percorra in giro l’intera circonferen- 
za. Che se la retta generatrice non sia normale al piano del cir- 
colo, nasce allora il cilindro obliquo , il quale non può rigoro- 
samente venir riguardato come solido di rivoluzione. E se la 
curva direttrice, quella cioè lungo la quale la generatrice si muo- 
ve, non sia circolare, nasce allora una nuova specie di solido, a 
cui per analogia si dò il nome di solido cilindrico. 

75/p Medesimamente la superficie convessa del cono può 
supporsi generata , come la superficie laterale delle piramidi (qSz), 
da una retta che scorra lungo la circonferenza della base , te- 
nendosi immobilmente appoggiata con una delle sue estremità 
ad un punto dell’asse. Che se il punto a cui è appoggiata 1 ’ e- 
s tremi là immobile della retta generatrice sia al di fuori del- 
l’ asse , nascerà allora il cono obliquo . E se la curva direttrice 
o della base non sia circolare , nascerà una nuova specie di so- 
lido a cui vien dato il nome di conoide, o solido conoidale. 

y 55 . Infine lo sferoide può aver per linea generatrice an- 
che un poligono irregolare o una curva qualunque, nel (piai 
caso o ritiene lo stesso nome di sferoide, o prende l’altro di so- 
lido sferoidico o sferoidale , o assume un vocabolo particolare 
derivato da quello che seco porta la linea o curva generatrice. 
Cosi chiamansi ellissoide, paraboloide , iperboloide quelli 
generati dalla rivoluzione d’ un’ellisse, d’una parabola , d’un’ 
iperbola (752). 

7 56 . Ad ogni cilindro può inscriversi e circoscriversi un 
prisma regolare che abbia per altezza l’altezza del cilindro, e per 
base un poligono regolare inscritto e circoscritto alla base di 
esso. Parimente ad ogni cono potrà inscriversi e circoscri- 
versi una piramide regolare che abbia per altezza l’altezza del 
cono e per base un poligono regolare inscritto o circoscritto alla 
base del cono. E finalmente ad ogni sfera potrà inscriversi e 
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circoscriversi uno sferoide regolare, che abbia per linea genera.- 
trice un poligono regolare inscritto o circoscritto al circolo gene- 
ratole. Tuttociò è per se stesso evidente. 

757. La superficie laterale del prisma circoscritto al ci- 
lindro è maggiore , e quella dell ’ inscritto è minore della su- 
perfìcie di un prisma della medesima altezza e con base di un 
perimetro equivalente alla circonferenza della base del cilin- 
dro, il che pure è assai chiaro, perchè supposta a l’ altezza, P, 
p, •irti i perimetri delle basi , ed S, s, S' le superficie dei tre 
solidi , avremo (734) S=aP, s=*ap, S— aar 7 t: ma si ha (61 4 ) 
P> 7 .r~,p<j.rT:, dunque altresì S>S\ ed X*S'. Lo stesso può 
dimostrarsi rapporto alle piramidi regolari circoscritte ed inscrit- 
te ad un cono, e quella il cui perimetro alla base sia eguale alla 
circonferenza della base del cono; come pure rapporto agli sfe- 
roidi inscritti e circoscritti alla sfera, e quello il cui poligono 
genitore avesse un perimetro eguale alla circonferenza del cir- 
colo generatore della sfera, del che dubitar non potremo, appreso 
che si sarà il modo di misurarla superficie d’uno sferoide (7 62). 

Superfìcie dei solidi di rivoluzione 

758 . La superfìcie convessa d' un cilindro C , del raggio 
r e dell" altezza a, corrisponde a quella del rettangolo fatto 
dalla circonferenza srtr della base e dall' ’ altezza a. Infatti si 
supponga che il rettangolo aartr non dia la superficie S del ci- 
lindro C, ma la superficie S' d’un cilindro C 1 del raggio r'. 
Primieramente osserveremo che non potrà aversi r'>r; perchè 
in quest’ipotesi inscritto al circolo della base del cilindro C 1 un 
poligono regolare il cui perimetro p sia medio tra le due circon- 
ferenze irr>, e o.r'n , e su di esso elevato un prisma dell’altezza 
a , la cui superficie laterale sia dunque s=ap, si avrebbe p>ar 7 r, 
e quindi ap>iarTt , ossia s>S\ mentre dovrebbe aversi (757) 
s<S'. E in secondo luogo neppur potrà esser r'<r; perchè cir- 
coscritto alla base di C' il poligono p con le stesse condizioni 
del precedente, e su questo elevato il solito prisma , si avrebbe 
p<im, ed ap<iartt, ossia s<S', mentre in questo coso dovreb- 
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be aversi (7 5 ^) 5>*S ? . Se dunque non può sussistere nò che sia 
r'>r, nè che sia r ! 0'. dovrà esser perciò r'=r, e quindi C'=C; 
e iarn, supposta superficie di C\ sarà quella che effettivamente 
spetta al dato cilindro C. 

759. Nel modo stesso troveremo che la superficie del cilindro obliquo ABCD è Fig.gS, 
pure il prodotto della sua lunghezza AB nel contorno GMIM'G della sezione fatta 

da un piano normale ad AB,o al piano ABCD normale a quelli delle basi. Questa 
sezione è poi, come dicemmo (752) un’ellisse,' poiché se per un punto P dell’ 
asse Gl passi il circolo L1V1K parallelo ad AD, e quindi normale al piano ABCD, 
la sua intersezione col piano GMI sarà la retta MPM’ normale all’asse Gl (706). 

Sia dunque GP=x, PM=y, LP=s,GI=zi,LK^=BC=:AD=;/' , per la proprietà del 

circolo si avrà y'=iz — z’: ma i triangoli simili LPG,PKI dannoz= — ; dun* 

i* 

que y ,= ~ (ax— x*), equazione all’ ellisse. Vedete le Sezioni Coniche. 

760. Con ragionamento del tutto simile al precedente (768) 
si trova che la superficie concessa di un cono retto C equi- 
vale al rettangolo fatto dal semiapolema a, e da una retta 
eguale in lunghezza al perimetro della base. S’immagini 
infatti, come sopra, che il rettangolo {aXar-7r non dia la su- 
perfìcie S del cono C, ma la superficie iS 1 del cono C\ il cui rag- 
gio alla base sia r ; e si supponga parimente in primo luogo r’>r. 
Inscrittonella base del cono C' il solito poligono del perimt tro p 
medio fra irn e ar'zr, se ne formi la base di una piramide regolare 
col vertice al vertice del cono, e ne sia a 1 l’apotema.Il la su- 
perficie. Avremo IT= (735 )ja’p; e siccome si ha per ipotesi p> 
zrrt , ed inoltre a>a (6q6), sarà dunque Tl>4«X2r7:, ossia r>S r , 
mentre all ’ opposto d o vrebbe esser TI <S 1 ( 7 5 7 ) . Il cono supposi o C 1 
non può aver dunque un raggio maggiore di quello del dato co- 
no C. Continuando il ragionamento come sopra , si troverà che 
neppure può averlo minore ; dovrà dunque averlo eguale , e sic- 
come ha eguale anche l’altezza, sarà dunque in tutto eguale a 
C, e la sua supposta superficie {aXim sarà quella che effetti- 
vamente appartiene al cono C. La superficie convessa del cono 
è dunque la metà di quella del cilindrò d’egual base ed apotema. 

76 1 . La superficie convessa del cono retto troncato ACF.D , 97 
a basi parallele si troverà in modo consimile a quello con cui tro- 
vammo la solidità della piramide regolare troncata (746). Fatta 
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AC =“>.a, DE— 2&, EC (resto dell’ apotema BC) =z/,BE=x, sarà 
x-hd : a :: x :b, onde x=^j,ed x-hd=BC= ; e poiché 

((>29.) 2rt7r,2Ì7r, son le circonferenze delle basi AC, DE, e BCX 
art, BEX^ff, le superficie de coni retti ABC.DBE (760), la lor 

differenza o la superficie del cono troncato sarà -^~Xalt — ... 

a — b 

ini a^—b* 

a _ {) X bn—dn X =dn (a-+-A) ; ma n{ a -\-b) è la circon- 

ferenza media aritmetica tra quelle delle basi DE, AC (355); 
dunque la superfìcie del cono troncato h eguale al prodotto 
del resto dell apotema per la circonferenza media propor- 
zionale aritmetica tra quelle delle basi. 

762. Giri il semipoligono regolare SAN intorno all’asse 
SJN, e cerchiamo la superficie dello sferoide che ne risulta. Con- 
dotte sull’asse SN le normali BQ, AR, EK, IL, è chiaro che i 
due lati BS, IN del poligono descrivono dei coni retti (74$), il 
lato AE descrive un cilindro, e gli altri BA, IE descrivon tron- 
chi di cono retto. Ora se dal centro C si conducano sui lati 
SB , BA , AE le normali CV, CM , CZ che gli dividono in 
mezzo e son tutte eguali (601), i triangoli rettangoli CVS,BQS 
con l’angolo in S comune , saranno simili, e si avrà YS :QS :: 
CV : BQ :: 2GV n : aBQtr , e però VS X -<BQìt ( cioè la superficie 
del cono descritto da BS (760)) = QSXaCVtr. Di nuovo con- 
dotte dall, M sopra Ali, SC le normali BD, MP , i triangoli 
CMP, ABI) con tutti i lati omologhi normali, son simili (554)» 
e però AB :BD(=QR) :: CM (=CV) :MP :: 2CV?r : 2MP;: , ed 
AB X 2 .MPtt ( superficie del cono troncato descritto da AB(t 62))= 
QRXaCVff. Infine il cilindro descritto da AE=RK e daEK= 
CV, ha per superficie RK. X 2 CV tt. Perciò la superfìcie dello 
sferoide = ( SQ-4-QR-f-R Kh-KL-4-LN ) zCYn =SN X uCVjt, 
cioè è eguale al prodotto del suo asse, o del diametro del 
circolo circoscritto per la circonferenza del circolo inscritto. 

7 63. La superfìcie della sfera del diametro 2r equivale 
al rettangolo del diametro 2r e della circonferenza 2r n del 
circolo massimo o genitore. A dimostrar questa insigne verità 
valgono argomenti affatto analoghi a quelli che abbiamo prodot- 
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ti per il cilindro e per il cono (758 e segg. ). Si chiami 2 la 
sfera data, e si supponga che il rettangolo irX^rn dia non la 
superficie S di 2, ma la superficie S' di una nuova sfera 2 1 di 
raggio r'; e sia in primo luogo r’>r. Se s’immagini inscritto al 
circolo del raggio r' generatore della sfera 2’, un tal poligono re- 
golare che il circolo inscritto al medesimo abbia un raggio r" 
medio fra r ed/ 1 ', condizione a cui potremo sempre arrivare col 
noto mezzo della suddivisione degli archi ( 6 o 3 ), e se si chiami 
Il la superficie dello sferoide generato dalla rivoluzione di questo 
poligono, avremo IT=2r , X2r ,, 7r, (762) e poiché in ipotesi ir' e »r" 
sono maggiori di ir sarà dunque II > 2r X 2r?r, cioè maggiore di 
<S\ mentre dovrebbe aversi (757) n<S' il che esclude dunque 1 ’ 
ipotesi di r’>r, ossia quella che il rettangolo 2r X irK possa rap- 
presentar la superficie di una sfera 2' più grande della data 2. 

Sia dunque 2 '< 2 , cioè si supponga che arXartr rappre- 
senti la superficie di una sfera di raggio r'<r. Circoscritto adesso 
a 2 1 uno sferoide il cui asse la sia medio fra ir e ir' , e chia- 
matane Il la superficie, avremo (762) IT=2a Xar'r, e ragionando 
come sopra , troveremo IT <ir’X.irn, cioè minore di S 1 , mentre 
dovrebbe aversi (757) Il>iS'j per la qual cosa neppur dunque 
può ammettersi che il rettangolo ir X irti rappresenti una sfera 
minore della data. Rappresenterà dunque precisamente la data, 
ed avremo S=irX.im. 

764. Poiché 2 rX 2 r 7 r= 4 rSjr ? perciò t°. la superfìcie del- 
la sfìera è quadrupla della superfìcie r 2 rr del suo circolo mas- 
simo (637); 2 0 . è eguale alla superfìcie convessa del cilindro cir- 
coscritto , perchè questa corrisponde evidentemente al rettango- 
lo FA XaAK. 7 :( 758 )= 2 rX‘->r 7 r= 4 ira7r '■> e siccome ambedue le 
basi del cilindro circoscritto hanno per superficie r a ~, e quindi 
la superficie totale di questo solido è 6 r*n, perciò 3 °. la super- 
fìcie della sfera sta alla superfìcie totale del cilindro cir- 
coscritto come f\r*n : 6r a JT::2 : 3 . ffì. Le superfìcie dì duesfìe- 
re stanno come i quadrati dei loro raggi : infatti avendosi per 
l’una S—f^K c per l’altra àS ,= = 4 r,37r > S: S'::r 3 :r' z 

76~i. La super fide totale del cono equilatero DIL circoscritto alla sfera sta 
a quella della sfera come 9 : 4. Infatti poiché il lato eguale ad r dell’ eugono 
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F»i$.99. (605) dn rfii per quelle del triangol* equilatero interino $68# N , e in eente|ueii» 
za 2r|/ 3 per quello del triangolo equilatero circoscritto (605), aeri dunque Dl=s 
2/J/3 , IK — | T T.-_ ■ ni=j-|/ì, e DK=j/(Dt* — lK*)=3r; e avremo quindi 3r * jr 
per la base, Gr 1 tt per la superficie convessa (760), e 9r*n per la superficie totale 
del cono DII., c 9/'*7t : -Ir * tt : : 9 : 4. Perciò le superficie totali della etera, del ci- 
lindro e del cono equilatero circoscritto sono :: 4 : 6 : 9. Si proverebbe nel mo- 
do stesso che le superficie totali della stera, del cilindro e cono equilateri inscrit- 
ti stanno :: 4 6: 12 : 9. E se, concepito il cono ACB e il solido scavato HAKBMKR, 
e presa QK=x,si conduca NQ parallela ad AB, sarà NQ*Jr=r*7r, OQ' J jr= 
(2rx— x * ):r (657), ed NQ 1 x— OQ * tr=(r— x) 1 7r=CQ » 7r=PQ a tr , cioè la ba- 
se del solido generato dalla rivoluzione del curvilineo HNO, eguaglierà la base del 
cono corrispondente PCR. 

96. ’jGG. La superficie S di qualunque segmento sferico BPMCB 
eguaglia il rettangolo dell' altezza CP nella circonferenza 
7.rz del circolo massimo della sfera. Poiché qualora si avesse 
5<CPX2r7T, e questo rettangolo equivalesse piuttosto alla su- 
perficie 5 1 di un segmento sferico della stessa altezza CP, ma preso 
in una sfera 2 1 di raggio r'>r, ses’ immagini inscritto nella sfera 2 1 
uno sferoide regolare con l’ asse nella direzione di CP, e tale che 
la sfera inscritta al medesimo abbia un raggio r 1 medio fra r ed 
r 1 , la porzione di questo sferoide compresa nel supposto seg- 
mento dell’ altezza CP, avrà per superficie II=CP X2r";r (762); 
e poiché in ipotesi abbiamo r">r e <r\ sarà II> CP X ar7r, cioè 
>iS', mentre dovrebbe visibilmente aversi Il<iS'. Non può dun- 
que ammettersi che sia 5<CP X ar7T. E neppur può ammettersi 
che sia S > CPXarJT ; perchè in tal caso converrebbe che l’al- 
tro segmento BFAGM, il quale insieme col primo deve mani- 
festamente formare l’ intera superficie AC. X arre della sfera, fosse 
<APX^r7r, il che si è dimostrato impossibile. Dovrà dunque 
aversi N=CPX2r!T. 

767. Come per il segmento BPMCB si ha la superficie 
iS=CP X 2r.T, cosi per il segmento NQnCN avremo *S'=CQ X 
irn. Togliendo dunque il primo dal secondo resterà per la zo- 
na sferica NraMB la superficie iS"=(CQ — CP) X 2r7r— PQ X 
arti : perciò anche la superficie della zona sferica eguaglia il 
rettangolo della circonferenza del circolo massimo per V al- 
tezza della zona , ossia per la distanza delle sue basi paral- 
lele. 
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768. La solidità S del cilindro C eguaglia quella di un 
prisma della stessa altezza e di base equivalente , ossia il 
prodotto della sua base moltiplicata per la sua altezza. Sia 
a l’altezza, r il raggio, e quindi r 2 K (t> 3 7 ) la base del cilindro, 
e si supponga che il prodotto aXr’ir non dia la solidità »Sdel 
cilindro C, ma la solidità «S 1 di un cilindro C' del raggio r'. E 
per maggior facilità s’immaginino i due solidi inclusi l’uno nel- 
l’altro in modo che gli assi coincidano insieme, e le basi si so- 
prappongano in un medesimo piano. Se nello spazio che passa 
tra loro s’includa un prisma retto dell’ altezza a dei due cilin- 
dri , e se ne rappresenti la base con b, il "volume con V, avre- 
mo V=ab (74°)» e dovrà necessariamente esser V maggiore 
della solidità del cilindro interno, minore di quella dell’ester- 
no. Ora se l’ esterno e maggiore sia C\ e per conseguenza r'>r, 
sarà altresi b>r 2 n , e perciò V>ar 2 it, cioè maggiore del cilindro 
C 1 esterno, entro il quale è contenuto , il che è assurdo 5 e se 
sia C' il cilindro minore ed interno, e per conseguenza r>r', a- 
tremo b<r 2 it, e perciò V<ar 2 r,, cioè il prisma V minore del ci- 
lindro contenuto C 1 , il che è egualmente assurdo. Non potrà dun- 
que aver luogo un cilindro C 1 della solidità ar 2 71 e diverso da 
C; dunque questa solidità è quella del cilindro C. 

769. Con argomenti di egual natura si prova che la soli- 
dità S del cono retto C eguaglia il terzo di quella di un pri- 
sma della stessa altezza a e di base equivalente, ossia eguaglia 
il terzo del prodotto della sua base per la sua altezza. Chia- 
mata a l’altezza del cono, r il raggio , e quindi r 2 ~ la superfi- 
cie della base, se il prodotto \aX,r 2 K non dà la superficie del 
cono C, potremo supporre che dia quella di un cono C 1 della 
medesima altezza a, ma con la base r' 2 Tt. Inclusi i due solidi 
l’uno dentro l’altro in modo che i loro assi si confondano insie- 
me, e le basi cadano sopra il medesimo piano, s’ immagini che 
■eli 'intervallo che p«is« fra i perimetri di queste basi si» de- 
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scritto un poligono regolare della superfìcie b, e che serva di 
base ad una piramide P dell' altezza a dei due coni ; avremo P= 
ftaX.b (744)» volume clic dovrà esser maggiore del cono interno, 
minore dell’ esterno. Or sia r*>r, e in conseguenza il cono C [ 
che iia la supposta solidità ^aXr J U sia l’esterno; sarà b^r~n 
base del cono interno , e quindi P^>yaXr 2 7 t, cioè la piramide 
sarà maggiore in volume del cono esterno , il che è assurdo; e 
se ;•'</•, sarà C' il cono interno , ed avremo b<r 2 n, e perciò P<C 
■saXr 2 7 T, cioè la solidità della piramide minore di quella del 
cono interno, il che è assurdo. Il supposto cono C 1 diverso 
da C, e della solidità |aXr 2 ) i, non può dunque aver luogo, e 
perciò quel volume sarà il volume del dato cono C. 

770. Quanto alla solidità del tronco di cono potrà aversi come 
quella del tronco di piramide (746); se non che supposti ;•, /•’ i rag- 
gi delle due basi superiore e inferiore, sarà B=r 2 n,b—r l ~n,e 

quindi ( rM-r^-Nr 1 ), ove d rappresenta non più l’a- 

potema (761), ma bensì l’altezza del dato tronco di cono. 

771. La solidità d’uno sferoide regolare può aversi diretta- 
mente nel modo che segue. Si ritenga la costruzione fatta al 

Fig. 98 . parag. 762, e di più si prolunghino fino al loro incontro in O 
il semiasse CS e il lato AB, e si conducano CB, CA, e per M 
l’YX normale fra le parallele YQ, AR. La metà superiore del 
cercato volume S dello sferoide si componi dei tre solidi S'.S", 
S' 11 generati dalla rivoluzione dei triangoli BCS, ACB, ZCA. Il 
primo si compone di due coni opposti generati dai triangoli BQS, 
BQC, che avendo per comun base il circolo descritto da BQ e 
per altezza l’uno SQ, P altro QC, daranno S'=(j6c)) y”XBQ 2 X 
SQh-’tt X BQ 2 xQC=yjrXBQ 2 XCS. Mai triangoli simili 
BQS, SCV (763) danuo BQ 2 : BS 2 : : CV 2 : CS 2 , c immaginato 
un circolo circoscritto al poligono, ben si comprende clic avre- 
mo (657) BS 2 — SNxSQ=2CSxSQ, c perciò BQ 2 : 2SQ : : 
CV 2 : CS, c BQ 2 x CS=2C V 2 x SQ . dunque il valor già trovato 
del primo solido potrà cangiarsi in S '= X.CV 2 XSQ. 

Quanto al secondo si noterà, che i triangoli CAO.CBO gene- 
rano due solidi conformi al precedente, e dei quali S" è differenza. 
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Dunque in primo luogo S ,, =yit X AR 1 X CO — ' ttXBQ 2 XC 0 Fig.98 
=4ttXCO(AR 2 — BQ 2 )= ( 655 ) ;?tXCO (AR-t-BQ) ( AR— 

BQ) Ma AR=AX-t-XR=AX-t-MP,BQ=*QY — BY=MP — BY, 
e i triangoli rettangoli AXM, MYB nei quali AM— MB (76,1) 
danno AX=BY, e quindi AR-f-BQ=aMP ; ed in oltre AR — 
BQ=AR — DR=AD ; dunque in secondo luogo S ,, =y 7 l X^OX 
MPXAD. Infine i triangoli simili ADB, CMC) danno Al): AB:: 

CM : CO ed AD X CO==AB X CM, e dai triangoli parimente simili 
ADB, CMP abbiamo AB: BD :: CM : MP, d’ onde ABxMP= 
BDxCM— QRXCM; dunque per ultimo S"=y7tXCM 2 XQR* 

Quanto al tento solido generato da CZAèdesso visibilmente 
la differenza fra ttXAR 2 XRC, cilindro generato dal rettangolo 
CA , e jn X AR* X RC , cono generalo dal triangolo CRA ; sarà 
dunque »S m =fJr X AR* X RC. Or poiché AR— ZC=CM=CV > 
avremo dunque perii semisferoide \ S=S , -\-S> , -{-S ì, — X CY 2 X 
(SQ-t-QR+RC)— Jn x cv* x CS : e quindi per lo sferoide in- 
tero iS—’ n X CV* X aCS= \ n X CY 2 X SN ; e perciò la solidità 
d uno sferoide regolare eguaglia f del prodotto della super- 
ficie del circolo inscritto per 1 ’ asse , o per il diametro del 
circolo circoscritto. 

772. Dopo ciò , c usando dello stesso tenore di raziocini 
che abbiamo adoperati per il cilindro e per il cono, facilmente 
giungeremo a provare che la solidità della sfera eguaglia il 
terzo del prodotto del suo raggio r per la sua superficie 

4r 2 ?; (764). Si supponga infatti che il prodotto — Y^^r^T. in luo- 
go di dar la solidità S della sfera del raggio r, dia la solidità S 1 
di una sfera del raggio r 1 , onde si abbia S — ~ X 4 X 

arXr 2 7 t. Rese concentriche le due sfere , s’ immagini circoscrit- 
to all’interna uno sferoide regolare il cui asse 2 a sia medio fra 
2 r e 2/', onde il solido rimanga incluso tra l’una e l’altra sfe- 
ra, c se ne rappresenti con 2 la solidità. Se si suppone r'fr, 
sarà S la sfera interna, ed avremo (771) 2 = -, X 2 «Xrt ; e 
poiché con f>r si ha sarà X 2/X'' 2 7T, cioè maggio- 

re della solidità della sfera esterna S\ il che è assurdo: e se si 
suppone all’ opposto sarà A 1 la sfera interna , ed avremo 


Digitized by Google 



3ao 

X aa X r' 2 r , e siccome in questo raso abbiamo lafjir, sarà 
2<4X2rXr J 7t> cioè il volume dello sferoide minore di quello 
della sfera a cui è circoscritto , assurdo eguale al precedente. 

Perciò la solidità yX4 r *' T non P u ^ appartenere ad altra sfera 
di raggio maggiore o minore della data; sarà dunque la solidità 
della data. | 

7^3. Dunque i°. V espressione della solidità d'una sfe- 
ra del raggio r è |r 3 7r; e poiché quella del cilindro circoscrit- 
to è (768) 2rXr*7T=2r 3 7r, perciò 2 0 . le solidità della sfera 
e del cilindro circoscritto stanno fra loro nel rapporto di 
2 : 3, cioè nel rapporto medesimo delle loro superficie (764.3°); 

3°. due sfere stanno come i cubi dei raggi ; infatti avendosi 
por l’una per l’altra S'=^r' 3 n avremo, S : S' :: r 3 :r' 3 . 

774. Poiché il cono equilatero circoscritto ha 3r’n per base, e 3 r per ai- 
tozza (765), avrà dunque 3r’jr per solidità (769), e perciò le tre solidità della sfera 
e dal cilindro e cono equilatero circoscritto staranno fra loro :: 4 : 6 : 9 , appunto 
Come le superfìcie (765). Se il cono abbia l’altezza e base stessa del cilindro, sarà il 
terzo di esso (769), e il cilindro, la sfera e il cono staranno :: 2r'ir : ^ r'7r : 4 r’Tr 

_ 6 : 4 : 2 :: 3 :2 : l ; onde il cilindro AM meno l’ emisfero HKM.cioè il solido 

Fig.99. ... 

scavalo HAKBMKII, eguaglia il cono ACB. 

775. La solidità S del settore sferico, generato dalla ri- 
98- soluzione del settor circolare CMt'C, è 4 del prodotto della 
superficie r 2 n del circolo generator della sfera nell' altezza o 
ascissa t'P del segmento sferico MtU che serve di base al seti 
tore. Ciò si prova ragionando precisamente come abbiamo fatto 
per la sfera intera. Se il prodotto 4 X*P Xr 2 7l non dà il volu- 
me del proposto settore , può sempre supporsi che dia quello di 
un settore con base dell’altezza medesima iP, ma in una sfera 
differente 2' di raggio r'. Rese concentriche le due sfere, e cir- 
coscritto il solito sferoide regolare alla sfera interna (772), il 
settore sferoidale generato dal settore poligono CMBSC avreb- 
be per solidità / / ==(77 1) f XSP Xc a 7T se fosse r's>r e quindi 
interna la sfera del raggio r, e / / =4X. t >PX» ,,, 7r se fosse rs’r' , 
e perciò interna la sfera del raggio /•'. E poiché SP->tP si a- 
vrebbe nel primo caso Z'.XS 1 ; come si troverebbe nel secondo 
, conseguenze, come in tutti i precedenti «asi «olisi in ili , 


Digitized by Google 


3ai 

fcssurde e insussistenti , e dalle quali perciò si conclude in 
egual modo che il prodotto JXd’Xr’Jr equivale realmente al 
volume del proposto settore. 

776. La solidità del segmento sferico BCMP si avrà toglien- Fig. 96 . 
do da jr 2 7rXCP solidità del settore sferico CBDM, la solidità 
-j7rXBP 2 Xl > 13 del cono BDM (76;)). E poiché BP 3 =*CPxPA 
(G57) = CP(ar — CP), e PD=r — CP, troveremo perciò ò— 

CP 

?:XCP J (r — ). Posto CQ in luogo diCP, dalla stessa espres- 

sione avremo la solidità del segmento NCnQ, e la differenza fra 
l’uno e l’altro volume ci darà quello della zona sferica NBMra. 

777. Ecco alcuni Problemi per esercizio dei principian- 
ti, che potranno scioglierli o nel primo o nel secondo anno dei 
loro Studj , or per sintesi or per analisi , ed or nell’ una e nell 
altra maniera. 

I. Data di posinone una retta e due punti fuori di essa, descrivere un cir- 
colo che passi per questi punti e sia tangente alla retta data. 

II. Dati di posizione due circoli non concentrici, condune una retta tan- 
gente ad ambedue. 

Ili. Dati gli stessi due circoli , descriverne un terzo di grandezza data e che 
sia tangente ad ambedue. 

IV. Condotta dal vertice di un triangolo non isoscele una normale sulla base, 
dimostrare che la differenza dei segmenti è maggiore delta dilierenza dei lati. 

V. Condotte da un punto qualunque di un dei Iati di un rettangolo due rette 
alt* estremità del lato opposto, determinare il rapporto del nuovo triangolo al ret- 
tangolo. Bis. 11 triangolo è metà del rettangolo. 

VI. Condotte da un punto qualunque d* un triangolo equilatero tre normali 
ai tre lati, assegnar la ragione della lor somma alla normale che dal vertice del 
triangolo va alla base. Bis. La ragione è d’ egualità. 

VII. Descritti tre quadrati sui lati d* un triangolo qualunque, e congiunte 
ie loro estremità con linee rette, e di nuovo sopra queste descritti tre altri qua- 
drali, e unite con due rette le quattro estremità corrispondenti di ciascuna lor 
coppia, assegnar la ragione del dato triangolo a ciascun dei nove che ne risul- 
teranno. Bis. Ciascuno dei nove eguaglia il dato. 

Vili. Costruire un rettangolo equivalente ad un dato quadralo e i cui lati adia- 
centi facciano una data somma o eguaglino in lunghezza una retta data. 

IX. Costruire un rettangolo equivalente a uu quadrato dato , e i cui lati adia- 
centi abbian fra di loro una differenza data. 

T. /. F. ai 
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F.405. 


406. 


74. 


407. 


X. Condotte dai tre vertici di un triangolo tre relte sulle mela dei lati op- 
posti , detenninar la ragione della somma dei loro quadrati a quella dei quadrati 
dei Iati. Ris. La ragione è di 3:4. 

XI. Determinar la figura contenuta dalle quattro rette che partono dal mez- 
zo di ciascun lato d’ un quadrilatero , e la sua ragione al quadrilatero. Ris. La 
figura è un parallelogrammo, che è metà del quadrilatero. 

XII. Nel parallelogrammo ABCD condotta la diagonale AC, e per un punto 
qualunque G di questa condotta EF parallela al lato AB, e in ultimo la diago- 
nale FB del nuovo parallelogrammo ABEF, determinar la ragione delle tre rette 
GH, HA, HC. Ris. La ragione è continua . 

XIII. Per un punto P preso dentro un angolo BAE condurre una retta BPE 
tale, che l’area BAE eguagli una data superficie m* . Ris. Condotte PIVI, PN, Punì 
parallela, l’altra normale ad AE , e chiamandole a,b y si avrà AE=x=: ...... 

m a -+-mj/ / (m a — 2 ab) 

b 

XIV. Prolungali i lati KI,IG d’un parallelogrammo HI, e da un punto qua- 
lunque come vertice descritti tre triangoli sui lati KI, IG e sulla diagonale III 
condotta per P angolo contenuto dai lati KI,IG, assegnar la ragione di quelli a 
questo 1 °. quando il vortice è dentro P angolo CIA o DIK; 2°. quando è den- 
tro l’angolo KIG o DIA; 3°. quando è in uno dei due lati , o nella diagonale, 
o nel prolungamento degli uni o dell’ altra. Ris. t.° il triangolo sulla diagonale 
eguaglia la somma di quelli sui lati: 2 U . ne eguaglia la differenza: 3°. i tre trian- 
goli divengon due e sono eguali. 

XV. Inscrivere in un dato triangolo un rettangolo che eguagli un poligono 
dato. Ris. Fatto ac il poligono, a la base del triangolo , d la sua normale dai 
vertice, b un suo lato, la parte cercata di esso, presa dal vertice, sarà x = 



XVI. Inscrivere un quadrato in un semicircolo. Ris. Chiamalo 2a il dia- 

/ fi* 

metro, l’incognita presa dall’estremità del diametro sarà xz=za-\-y g . 


59. XVII. Alzata nel semicircolo AMB l’ordinata PM per cui passi una corda 
NB condotta dall’estremità del diametro, trovar la ragione dei rettangoli AB X 
ed NBxBD. Ris t La ragione è d’ egualità. 

51 • XVIII. Condotte da un punLo M della circonferenza, il cui centro è C, la 
tangente MT e P ordinata 1VIP, assegnar la ragione delle quattro linee TA, TP, 
TC, TB prese sul diametro dall’ origine della tangente. Ris. La ragione è geo- 
metrica. 

53 . XIX. Per un punto A dato in un circolo condurre la corda BAD tale che sia 
AD: AB ::m : n. Ris. Supposto 2r il raggio del circolo, e fatta AC=6, avremo 


AB=*=l/( IV— &’))• 
n 
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XX. Condurre per lo Messo punto A nna corda BAD eguale in lunghezza ad pj„ jj 
una data retta c<2r. Ris. Fatta come sopra AC —b, avremo AB=r= 

2 ' 


XXI. Assegnare l’espressione o valore dei lati 1°. del triangolo equilatero in- 
scritto. 2°. del decagono regolare inscritto; 3 “.del pentagono regolare inscritto; 4°. del 

pentadecagono regolare inscritto. Ris. 1°. 3; 2".x= — ( — 1 -f-|/5); 3°. 

*= -~-y / (<0— 2 V' 5 ); 4 °- *=4-C|/(l°+2^5H-l/3_|/l5). 

I 4 


XXII. Data l’ altezza a di un triangolo, la somma b dei lati, e la differenza c 
dei segmenti della base, costruire il triangolo. Ris. Chiamato x il segmento mi- 
c b b % — c a — 4<z* \ 

*^~T + ~2 V\ ~~ b’-lc- ) • 


uore sarà 


XXIII. Supposto rettangolo il triangolo, e dato il minor cateto e la diffe- 
renza c dei segmenti della hase , costruire il triangolo. Ris. Se , come sopra , 

sia x il minor segmento, si avrà x= — - — 


XXIV. Dato un lalo a intorno all’angolo retto d’un triangolo rettangolo e l’ag- 

a*-\-b % 


gregato b degli altri due, trovar questi lati. Ris. L’ ipotenusa sarà x=- 


2 b 


XXV. I quadrati del lato del pentagono, dell’esagono e del decagono rego- 
lari iscritti in un circolo, qual ragione hanno tra loro ? Ris. Il quadrato dell’uno 
eguaglia quegli degli altri due. 

XXVI. Qual ragione hanno tra loro le differenze degli esagoni regolari circo- 
scritto ed inscritto ad un circolo, dell’esagono e triangolo inscritti, del triangolo 
ed esagono circoscritti , e dell’ esagono circoscritto e triangolo inscritto ? Ris. 
Continua aritmetica. 

XXVII. Inscritto e circoscritto al circolo uno stesso poligono regolare, trovare 
il raggio del circolo a cui circoscrivendo o inscrivendo un poligono simile , il 
nuovo poligono eguagli la differenza dei dati. Ris. Il raggio cercato c nel primo 
caso la metà del lato del dato poligono inscritto , nel secondo la metà del lato 
del circoscritto. 

XXVIII. Data l’ area ed il solo contorno laterale ALMNCr=:c d’una 

figura, trovare un rettangolo che la eguagli in area, e con ire de’suoi lati anche in 
contorno. Ris. Se /, p sieno la larghezza e l’altezza del rettangolo cercato , si avrà 

— 8d) ^ 4 a 

^ 4 c-f-J/ (c 1 — — 8a) 

XXIX. Da un dato punto d’ un lalo dividere un triangolo in qualunque nu- 
mero n di patii eguali. Ris. La soluzione dipende dal iium°. 641. 
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XXX. Dividere un triangolo in ri parti eguali con rette patallele'ad un lato. 
Ria. Fatto a il lato contiguo, la parte di esso ( dal vertice ) da cui deve condurà 

la prima arallela, sarà a= X/ — . 

n 

XXXI. Trovare un circolo eguale alla superficie d’un dato cilindro o cono 

retto. Ria. Se a sia il lato del solido, r il raggio della sua base, x quello del 
circolo cercato, si avrà x=|/2or per il cilindro, ar pei' il cono. 

XXXII. Dato un tronco di cono retto CD con le basi AC, DE parallele, far- 
vi una sezione 111 parallela alle basi in modo che la circonferenza di essa sia me- 
dia proporzionale aritmetica tra le circonferenze delle basi. Ria. Se sia EG=J, 

ir, . s d 

rAz=x 9 si avra xz= ^ . 

XXX1IJ. Trovare un circolo eguale alla superficie d’un dato segmento sferico. 
Ria. Se sia a l’altezza del segmento , r il raggio della sua sfera, quello del circolo 
cercato sarà ar^=^/2 or. 

XXXIV . Trovare una sfera eguale in solidità ad un dato segmento sferico. Ria. 

Frese le denominazioni del passato problema , il raggio della sfera sarà r= 

~*y 3a 2 r- — a} \ 

XXXV. Trovare una sfera eguale alla somma d’un cono e d’un tronco di 
cono retti. Ria. Se a, a' sietio 1 # altezza del cono e del tronco , ed r, r\ r M i raggi 

delle lor basi , quello della sfera cercata sarà x=J// ■ — ■ ^ - ■ — ■■ ■ J. 

XXXVI. Data una sfera formarne un cono retto 1°. della data base , 2°. della 
deta altezza, 3°. o un tronco di cono retto delle date basi, o d’una base e d’una 
altezza data. Ris. 1°. Se r, r' sieno i raggi della della sfera e del cono, l’altezza 
4r* 

di esso sarà ar= — j-^ : 2°. se sia a i’ altezza del cono, il raggio della sua base sarà 

>=2rl/ — : 3°. se r' , r" sieno i raggi delle basi del tronco, la sua altezza sarà 
a 

4 r 3 




; 4°. se sia r 1 il raggio della base del tronco , a la sua altez- 
4 r* 3r* » > 


. , r v// 4r 

», il raggio dell’altra base sara — y -4-|/ ( — — — - 1 
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AGGIUNTE, VARIAZIONI k CORREZIONI 

— =< 

* * 
f 

§. <0. Ai tre teoremi di questo paragrafo potranno aggiungersi i seguenti: 
4.° Che il minimo numero di m cifre è 40* - * 1 ; infatti perchè il numero 6ia mi- 
nimo dovranno le sue cifre avere il minor valore possibile; quindi la prima non 
potrà essere che l’unità, e tutte le altre dovranno essere zero; condizioni che vi- 
sibilmente riducono l’espressione generale del numero ad N=40 w “*. 5.° Che il 
massimo numero di m cifre è 40 m — 1 ; infatti le cifre di questo numero dovranno 
tutte avere il massimo valore, e perciò ciascuna sarà eguale a 9 : io tal caso 

l’espressione generale si cangerà in N=9(*0*" , -4-l0 m ”*-M0*'“M-ec -fi ). 

Sommala la progressione decrescente contenuta nel fattor polinomio, per la quale 
4 40*— 4 

si ha m=4, , n=m 3 avremo (372) N:=9« — - — =40 m — 4. 6.° 11 prodoUo 

dì due fattori, i’uno«di /n l’altro di n cifre, non può avere nè più dim-W* cifre, nè 
meno di m-f-n — 4 : infatti potendo l’uno rappresentarsi con 4 0 w "' , u-f*40*” , ^-f-ec., 
l'altro con 40"— I «'-f-40 n "*£ , -|-ec , il loro prodotto verrà espresso da 4 
iO m ~^ n -*(a'b-\-qb' y )~\-ec.; numero che non potrà avere meno di m-M> — 1 cifre, 
anche supposto che il prodotto ab non superi il 40: che se abbiasi ab^iO, sic- 
come dovrà sempre aversi «£<400, potremo dunque rappresentare questo prodotto 
con 4 0a-t-S, nel qual caso il prodotto generale diverrà 4 0*" t "*"' , a-f-40" rt "' , "~ s p-l-ec. 
nè potrà avere più di m-{-n cifre. 7.° Quindi un quadralo qualunque avrà sem- 
pre un numero di cifre doppio di quello della radice, o uua meno del doppio t 
secondo che la cifra iniziale sarà ^3, o <4. 

§. 40. v. 4 0. «Si chiamano prime tra loro » In significalo più esteso soglion 
chiamarsi primi tra loro due numeri che non abbiano verun divisore comune. 

§. 92. Al termine di questo paragrafo si aggiunga « Qui frattanto gioverà 
osservare di passaggio che se nei valori generici di ed si cangi k in 
&-M e quindi si faccia À:=4 si avrà Ma=j7»Mi4~9alVfo , N a =rp a Ni-4-^aNoj ma 
di sopra abbiamo M a =p a Mi , N a =p>Ni-h^ a , dunque M 0 — 0 , No=4 . Ciò sia 
detto per tutti quei casi in cui possano incontrarsi le espressioni M n ed No. 

§. 94. v. 4. «Ma dai superiori valori ec. » Prevalendoci dei valori trovati di 
sopra di M o =0, ed N u =4, potremo sostituire a quella del testo l’Analisi seguen- 
te: « e cangiato k in A-H, — M ^ x (N^ ,).E 

se in quest’ullima espressione porremo successivamente A=4,=2,=3, ec. avremo 
M,N» — M a N 1 =q a Mi=r^iq a 
MaNi — MìN a =<73(M a N, — M,N a )=— 
e cosi di seguito come nel testo. 

T. I . - ai * 
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§. 409. Art. III. v. 4.°. A quanto vien dimostrato in quest’articolo può 
giungersi assai più chiaramente nel modo che segue. Poiché la convergente 

~ corrisponde al valore della frazione in cui si svolge il rotto improprio — , 

troncato a pt , sarà dunque _-^-x=p,- 4 4 , ove p. sono gl’interi 

Mi p, •+■ — , 4 


p 3 H-ec.- 


Pk 


contenuti in —, e il rimanente corrisponde, come é chiaro, ad nn rotto proprio. 

JO 

N 

Di qui risulta evidentemente che gl’interi contenuti in ~ non possono essere nè 

più nè meno di quelli contenuti in — . Si eccettui la convergente per cni 

Ji Ma 

Na 

A— 2, nel caso di p,— 4 ; poiché allora si ha -™=p,-H.Si osserverà poi che 


tolti gl’interi p, , e ridotta la convergente ad 


N t — piM t 

"MI 


, questa convergerà verso 


la frazione — 
p>- 


equivalente al rotto prorio —.—pi, cioè ilre- 

D 


ps H 

P* 


\ a, j4—p iR 

siduo convergeva verso il rotto — . 

§. 4 40. v. 4.°. Perchè sull’esempio qui proposto possano verificarsi tutte 
quante le formule stabilite, sarà utile aver sott' occhio oltre i valori dei quo- 
zienti p, , p, ,' ec. quelli ancora dei resti R, , R, , Ri , ec. che sono i seguenti : 
R, =9294, /t,=4 779, .Kj— 399, i?,=4 83, ft,= 33, JJ C =4 8, R-, =4 5,R»=3, /f 9 =0. 

§.§. 422. e 425. A illustrazione di questi due paragrafi aggiungeremo, che il 
chilogrammo equivale al peso dell’acqua stillata contenuta in un decimetro cu- 
bo o in un litro e ridotta alla sua maggior densità, il che ha luogo a 4° di 
temperatura; e che 400 litri formano un ettolitro, 4 000 litri, o un metro cubo, 
formano un chilolitro. 

§. 484 in fate. Per un esempio che abbracci tutti quanti i proposti 


x-f-2 s* — 4 

.• Fatto — , u rotto si can- 

2 '°x'(x — 4 )(x’-4-x-4-4 ) * 2 

z-h 3 A A> 


casi potrà prendersi 
z-t-3 

gCTà Ìn (z— 3)(z — 4)*(z!-+-3 j4* e ^ >OSt °(z — 3 X z — 4) , (z*H--3)’ z (z— <)* 

A " Kz+L K'z+L' K"z+L" K"'z+V" . , 4 

z — 4 + (*’-t-3)‘ ^ (z’-+-3)’ (sM-3)* z>+3 3 ' 29 

A'— jp "jp "JT > K'— Y/V’ L ' == 'V’ K 3*. 2*’ 


m ^ vnii ^ rtil 

^ 3 . 2 « ’ K ~ 3 ’. 26 ’ — 


5 

3’ . 2 8 
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§. 495. in fine. Si osserverà che la seconda delle due regole date in 
questo paragrafo per le radici reali si estende anche alle immaginarie . Infatti 

§. 388. Si perverrà con maggiore evidenza al teorema finale di questo pa- 
ragrafo, se supposto m pari e invertendo il valore di d m si scriva d m =a — 
m(m — 4) m(m — 4)(m — 2) 

-a , — aj + ec. -t- a m ; d’onde nel caso della serie pro- 


2.3 


posta avremo d,,=0*— ml*-4 




3 m -+-ec.-f-m", 


2 2.3 

ove posto in luogo di d m 1’ altro valore 4.2.3. m , se dalla nuova 

• 4 (220), si trasporti 


m(m — 4) 

equazione si sottragga l’altra 0=4 — m-4 ec. - 


nel primo membro il primo termine -—4 della differenza, e quindi si cangi 
m in p — 4, troveremo 4. 2. 3. 4 {p — 4)— 1-4= 




— — (3 ,_ ' — 4)-f-ec. -\-(p — 4) f- ' — 4 ; ove, se p è numero primo, 

il secondo membro è tutto multiplo di p (42). 

§. 425. v. 42, 43. a Serie il cui termine generale è T—ec. » Deve avver- 
tirsi che il valor qui dato di T non è quello di un termine qualunque n‘‘ m °, 
ma quello di un termine parimente qualunque (n-M) ! ‘*°, mentre a questo e 
non all’altro corrisponde il fattore q m x*. 

§. 454. v. 8. Reciprocamente /,=— =2,302585ec.X^ ; e potrà di passaggio 

y*. 

osservarsi che se per l si prenda il logaritmo ordinario del 10 , cioè l’unità, 

avremo logaritmo iperbolico 10=—=: 2,302585 ec.; e quindi stabiliremo che 

un logaritmo ordinario si riduce a logaritmo iperbolico moltiplicandolo per il 
logaritmo iperbolico di 10. 

§. 479. in /ine. A questo quesito si riduce l’altro et A creditore di una somma 
s esigibile fra t anoi, domanda di esser pagato a rate eguali in ciascun anno con 
l’abbono o sconto di r per 1 . Si cerca il valore della rata. » In questo caso la rata 
incognita x corrisponde alla pensione p ebe nel quesito già sciolto era rilasciata per 

gli anoi t. Avremo dunque $=-— tx(2~\~r(t — 1)V d’onde 3 := — . ■ - ■ . 

t(2-K«-4)) 

§. 485. La soluzione di questo problema merita correzione. Infatti se si pre- 
sume che B impieghi annualmente la rendita p, si deve presumere nel modo stesso 
che egli farà altrettanto della rendita rx che ritrarrà annualmente dal capitale in- 
cognito x, che A gli offre in isconto dell’annua rendita o dell’annua prestazione. 
Ciò concesso è chiaro che come la rendila annua p, presupposta impiegata per 
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anni t ad r per 1 l’anno , forma al termine degli anni t un cumulo corrispon- 
dente a pt | ^ (t — l)=/»t^f-|— ^ (t— t)^, la rendita rx ne darà uno equivalente 

ad rtx . Talchi B col capitale x ricevuto da A al termine del 

tempo t si troverà ad aver la somma x^t-+-rt(l-f-— (t — 0)^> somma che evi- 
dentemente dovrà eguagliare l’altra pt ^ I j — (t — 1)^. Istituita e sciolta l’equa* 


none troveremo 


I-+T*(<-+-j(*-o) 4 o)+r 


Se poi B non vuole abbonare l’impiego che potrà fare della rendita 
rx neppure potrà esigere che A gli abboni quello che potrebbe fare delia ren- 
dita p. In quest’ipotesi il qnesito si riduce a trovare un tal capitale, che im- 
piegato ad r per I , ammonti coi suoi frutti in t anni alla somma pt., quan- 
tità corrispondente al numero delle rendite percepite in anni t. In tal caso la 

a x pt 

formula p— , fatto o=x e posto s=pt , darà x= . Che se la ren- 

r t-t-rt ' v r ’ \-\-rt 

dita fosse perpetua dovremo porre r=», nel qual caso tanto nell' una ipotesi 

p 

quanto nell’altra, avremo x— — . 

§. 6371 v. 4. Se la lunghezza lineare del supposto arco nel circolo del rag- 
gio ! sia u, e quindi ru nel circolo del raggio r, avremo ru : 2rtr :: a : 1, 

u * 1 

d’onde a—— j e quindi per la superficie cercata s=— ur*. 

§. “653 in fine. Dalla proposizione dimostrata in questo paragrafo si con- 
clude assai spontaneamente ; 1 ° Che se una retta è normale ad un piano sarà pa- 
Fig. 85 rimente normale a tutte le rette condotte sul piano per il di lei piede. 2.° Che se 
nn piano HD sia normale a CH, intersezione cornane dei due piani CT e FQ, le 
di lui intersezioni AB, ED con questi piani saranno pure normali alla retta CB. 
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ERRATA 


/ 





ERRORI 

CORR E 7. IO N 1 

P“8- 

4 6 neri. 

45 di3x5edi3x5 

di 3X5 

n 

ivi 

» 

24 il dividendo A 

il divisore B 

» 

a 

» 

5 separatamente dal resto 

separatamente dalla parte 




< 

non periodica che la pre- 
cede 

» 

45 

» 

penule, del logaritmo 

del logaritmo (454) 

» 

46 

» 

4 della circonferenza 

della circonferenza (822) 

» 

iVÌ 

» 

5 p— 4 

4—4 

» 

ivi 

» 

8 di e _I 

di e-> (464) 

» 

ivi 

» 

6 risai, ai 

a’ 

» 

Si 

)) 

44 N t N i+a 

N*Nh-, 

» 

54 

» 

9 risali api 

ap , 

» 

6< 

» 

7 663,787 

993,787 

» 

84 

» 

4 il fattore x=a 

il fattore x— a 

» 

86 

1) 

46 DunqaeP — AS 

Dunque P — A,S 

» 

87 

» 

penule, d’un», di due 

di due., di tre 

» 

96 

» 

43 conterrà b ’ e le diecine di 

conterrà le due cifre finali 




20a6 

della somma di 5* con le 
diecine di 20 ab 

» 

ivi 

» 

25 se questo, secondo la regola, 

se secondo la regola ai mol- 




si moltiplichi per p 

tiplichi 20a-i-p per p 

» 

97 

» 

4 4 fino a quel punto 

fino a quel punto, e per a 





la porzione di radice fino 




— 

a quel punto ottenuta. 

» 

402 

» 

4 4 risai, è irrazionale 

è radice irrazionale di 2." 





grado 

» 

403 

» 

42 risai, un cubo c 

uh cubo c J 

» 

404 

» 

4 («At"* - * 



ivi 

» 

' / 

46 questo 

l’uno e l’altro 

» 

440 

» 

6 eguali 

eguali purché positive 

» 

ivi 


24 n^a 

n^>4 

» 

445 

» 

ule. summultiplo di m 

summultiplo o un multiplo 





di m 

» 

4 46 

» 

42 risai, fossero alla stessa dimen- 

formassero in ciascun ter- 




sione 

mine la stessa dimensione 

» 

422 

» 

4 risai. x-t-8x 

xM-8x 

» 

427 

» 

40,9rà. A= , Cx= 

— Axx , — 

» 

ivi 

» 

ule. (x— 4-+-y4)x«— 4 

(x— 4-4 -A)x—‘ 

» 

430 

» 

li risai, h immaginario 

h immaginario, o per lo me- 





no irrazionale 

» 

ivi 

» 

iv i reale 

reale e razionale contro l’i- 


potesi (257) 
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<33 veri. 40 risai, — bcdx 1 

— acdx 

n 

ivi 

» 

9 risai, -t-icx' 

-i-bcx' — bcdx 

» 

<42 

» 

25 9a’i’*’ 

Sa'b'x' 

» 

<52 

» 

<2 <5_r 

< 5u> 

» 

<69 

» 

uZt. b n ~‘ 


» 

<76 

» 

23 second’ ordine 

terz* ordine 

» 

<79 

» 

<7 f, a,d,, d ,, ec. in luogo 

f, a, di , di, ec. n — 4 in 




di a, d, , d,, ds, ec 

luogo d ia f dt f d, t dì, ec. n 

» 

<80 

» 

4 risai, m — 4 

m — 3 

» 

<82 

» 

8 e 9 posto m — q in luogo di p, 

posto m — p in luogo di q nel 




e m — p in luogo di q 

numeratole, ed ni — q in 





luogo di p nel deuomina- 





tore 

» 

<83 

» 

2 $i troverà per il caso di 

ae le persone sono quattro si 




quattro persone 

troverà j>er la terza e quarta 

» 

ivi 

» 

3 risai, ciascuno 

ciascuna 

» 

<86 

» 

< 7 un ambo 

un ambo ai primi due estratti 


<95 


a 

a 

n 

» 

(c+bx)b"+' , 

(i-+-c*)6'>+‘ 

» 

<98 

» 

4 In pari assurdi ec. 

( Si tolga tutto questo pe- 





riodo ) 

» 

242 

» 

< < col raggio FG 

col raggio FG e col centro 





in F 

» 

ivi 

» 

<7 BG—qzzzg' 

BG=q—g' 

» 

253 

» 

<2 

(Si citiin margine Za Fig. 49) 

» 

262 

» 

<0 (ivi) 

(«'<) 

» 

265 

» 

i6inmarg. Fig. 67 

Fig. 66. 


294 

n 

6 risai. (702) 

(7<<) 

» 

306 

» 

9 risai. 

(Si citiin margine Fig. < 03) 

» 

322 

» 

penali . 2 r 

r 
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TAVOLA 

DEI NUMERI PRIMI 

col più pìccolo divisore dei numeri impari 
non primi Jino a 100000 
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Logaritmi dei rapporti delle misure Toscane con alcune delle 
corrispondenti estere 

N. B. Per convertire una misura Toscana T in un’estera S o viceversa, chia- 
mato L il logaritmo di rapporto dato dalla presente Tavola, dovrà farsi nel 1°. ca- 
so log S= log T -t-L, nel 2°. log T ~log S— L. Volendo poi convertire l'una 
nell’ altra due misure straniere S, S r chiamati L, L 1 i logaritmi dei loro rapporti 
con la misura Toscana corrispondente, si farà log &~log S'+L— L 1 . Si vedano 
i uura. 128, 129 alla pag. 60, 61. 

Misure lineari 


Braccia Fiorentine in Metri 9,7661346 

cc cc in Tese Francesi k . . 9,4763146 

<c cc in Klalter di Vienna 9,4881556 

« cc in Yards Inglesi 9,8050000 

c« « in Àunes di Parigi 9,6911578 

c< cc in Piedi Francesi 0,2544659 

«t cc di Vienna 0,2663069 

cc « Inglesi 0,2821212 

c< « Russi 0,0352313 

cc cc d’Amsterdam 0,3142561 

cc cc d’ Anversa 0,3103916 

c< cc di Berlino 0,2694125 

cc cc di Copeuhaghen 0,2697308 

cc cc di Slockolm 0,3136122 

cc cc di Varsavia 0,2922537 

cc cc d’Ancona 0,1538065 

cc cc di Bologna 0,1862367 

« cc di Brescia 0,0931229 

cc «c di Cesena 0,0359731 

« * di Faenza 0,0851015 

cc <c d’ Imola 0,1230176 

cc cc di Milano 0,1274607 

cc cc di Modena 0,0475914 

cc cc d’ Ottimo 0,1865979 

cc cc di Parma , 0,0922386 

cc cc di Pesaro 0,2243869 

cc cc di Ravenna 9,9992684 

cc cc di Reggio 0, 0411219 

cc cc di Rimini 0,0313748 

cc cc Romani antichi 0,2974240 

cc cc di Torino, piedi di Luitprando . . . s 0,0548509 

cc cc d’ Urbino . 0,1538065 

cc cc ia palmi Romani : . 0,4170090 

cc cc delti Architettonici 0,2920703 

« 
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<c « in palmi di Genova 0,3697696 

« « di Napoli . . 0,3478084 

<« <c iu Miglia Toscane di 67,301 al grado .... 6,5477024 

Soldi del Brac. Fior, in Pollici Francesi 0,0326172 

« « in Podici Inglesi 0,0602725 

Miglia Toscane iu Tese 2, 9286123 

« « in Gradi d* Equatore 8, 17 19800 

cc « in Miglia Tedesche di 15 al gr u 9,3480716 

« « in Leghe Francesi di 25 al gr° 9,5699200 

« « in Leghe Marine di 20 al grado 9,47 301 00 

« « in Miglia Inglesi di 69 al grado ...... 0,0108292 

« « in Miglia Italiane o Geografiche di 60 al grado 9,9501 313 

« « in Miglia Romane . * 0,0453981 

« cc in Miriametri 9,2184325 

Misure di superfìcie 

Quadrali Toscani in Ettari 9,5322592 

« « in Arpenli di Parigi di 900 tese quadrate . . . 9,9983828 

cc « in Acri Inglesi di 1135 tese quadrate .... 9,8976307 

cc « iu Rubbia Romane 9,2654647 

cc « in Stiori 0.8*21039 

Misure di capacità 

Barilidi vino Toscani in Ettolitri 9,6588123 

<c cc in Piedi cubici Francesi 0,1238069 

cc cc in Barrels Inglesi di poli. c. fr. 601336,6 . . . 9,5822152 

cc « in Barili da Olio Toscani . 0,1346890 

cc cc in Br. cubiche Fiorentiue 9,3604092 

Sliua Tosca ue iu Ettolitri 9,3867308 

cc cc in Piedi cubici Fraucesi 9,8517253 

cc cc iu Bushels Inglesi 9,84051 92 

cc «in Br. Cubiche Fiorentine 9,0S$3276 

Peti r 

Libbre Toscane in Chilogrammi 9,5308909 

cc cc in Libbre Francesi 9,8411337 

cc cc in Libbre Inglesi ( Troy) . ...... 9,9592752 

cc cc in Libbre Inglesi ( Avoir dupois ) 9,8740073 

O urie Toscane iu Grammi 1,4517097 

cc cc in Onde Francesi 9,9661392 

cc cc iu Onde Inglesi ( Avoir dupois ) 9,9989461 

cc cc in Onde Inglesi ( Troy ) 9,9592732 
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